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Predgovor

Kvantna teorija polja je mlada naucna disciplina koja u sebi objedinjuje
kvantne i relativisticke fenomene. Danas postoji veliki broj udzbenika iz ove
oblasti savremene fizike. Medutim, do sada se nije pojavila ni jedna zbirka
zadataka (osim [7] koja se minimalno prepoklapa sa ovom Zbirkom). Kako u
teoriji polja postoji dosta komplikovanog racuna, studentima sigurno nije lako
da steknu potrebnu racunsku rutinu. Iz tog razloga sam odlucio da napravim
jednu ovakvu Zbirku. Ona je rezultat rada sa studentima Fizickog fakulteta
Univerziteta u Beogradu. U periodu od 1991-99 drzao sam vezbe iz predmeta
Kvantna teorija polja studentima cetvrte godine Teorijsko-eksperimentalnog
smera, a od 1999. vodim kurs Kvantne teorije polja I na poslediplomskim
studijima studentima smera Teorijska fizika elementarnih ¢estica i gravitacija.

Polja se mogu kvantovati na dva na¢ina. Prvi od njih je kanonski (oper-
atorski) formalizam a drugi je primenom funkcionalnog integrala. Najcesce
se u prvom semestru kursa teorije polja u¢i kanonski a u drugom funkcionalni
formalizam. Ova zbirka zadataka obraduje kanonsko kvantovanje polja. Zadaci
koji se odnose na relativisticku kvantnu mehaniku izdvojeni su u prvih neko-
liko glava. U uvodu svake glave dat je kratak spisak formula vise sa ciljem
da se fiksiraju oznake nego da se "objasni” teorija. Preporuc¢ujem citaocima
da zadatke resavaju samostalno i tek ako naidu na problem da konsultuju
resenje.

Ovaj rukopis sigurno ne bi nastao da nisam imao podrsku svojih kolega.
U prvom redu bih se zahvalio recenzentima prof. dr Milutinu Blagojevi¢u i
doc. dr Maji Buri¢ koji su pazljivo procitali ovaj rukopis i dali veliki broj
korisnih primedbi. Dusko Latas, asistent Fizickog fakulteta je nacrtao sve
slike u Zbirci i pomogao mi oko tehnicke obrade teksta. Pored toga Dusko
mi je dao veliki broj korisnih sugestija oko formulacija i resenja odredenog
broja zadataka. Marija Dimitrijevi¢, koja je takodje asistent na nasem Fakul-
tetu, pazljivo je procitala prvu i petu glavu ove zbirke i njene primedbe su



bile takode korisne. Pored toga, studenti Mihailo Vanevi¢, Marko Vojinovi¢,
Aleksandra Stojakovi¢, Boris Grbi¢, Igor Salom, Irena Knezevié¢, Zoran Ris-
tivojevic¢ i Vladimir Juri¢i¢ su resili najveéi deo zadataka iz ove Zbirke i na
taj nacin bili svojevrsni kontrolori.

Molim citaoce da mi sve primedbe dostave postom ili na e-mail adresu
datu ispod.

Voja Radovanovié¢
Fizicki fakultet

P. O. Box 368
11000 Beograd
Jugoslavija

e-mail: rvoja@ff.bg.ac.yu
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ZADACI 1

Lorentz-ova 1 Poincare-ova
grupa

Prostor Minkowski-og, M, je realan ¢etvorodimenzioni vektorski prostor u
kome je definisan metricki tenzor

1 0 0 0
0 -1 0 0

=10 0 -1 0 (LA)
00 0 -1

Vektori u ovom prostoru su x = z*e,, gde su 2* kontravarijantne komponente
vektora u bazi

€9 = , €1 = , €2 =

0
O _
1%
0

o O O =
o O = O
_— o O O

Kvadrat duzine ¢etvorovektora u prostoru My je 2* = g a*z”. Kvadrat
intervala izmedu bliskih tacaka x* i x* + dz* ima oblik

ds® = g, da'ds” = Adt* — di* . (1.B)

Prostor My je mnogostrukost u kojoj su z* globalne (inercijalne) koordinate.
Kovarijantne komponente definisane su izrazom z,, = ¢,,x".

Lorentz-ove transformacije, A : My — My ne menjaju duzinu vektora, tj.

2? = 22, i imaju oblik

o = A ¥ (1.C)



6 Zadaci

gde je A konstantna matrica. U zadatku 1.1 pokaza¢emo da iz prethodnog
uslova sledi da vazi ATgA = ¢g. Kovarijantne komponente vektora trans-
formisu se po pravilu

) = (AN 2, . (1.D)

Neka je u = ue, proizvoljan vektor u prostoru Minkowski-og', gde su u#
njegove kontravarijantne komponente. Svakom vektorskom prostoru se moze
pridruziti dualni prostor. Dualna baza, 6* u ovom prostoru definisana je sa
6#(u) = w*. Vektori u dualnom prostoru, w = w,f" se nazivaju dualnim
vektorima ili jedan-formama. Komponente dualnih vektora se transformisu
kovarijantno pri Lorentz-ovim transformacijama. Skalarni proizvod vektora
uiviz My dat je kao

— MoV ol
UV =gpuv =uUv, .

Tenzor tipa (m,n) u prostoru Minkowski-og je
T =Tt (T)ey, ®...0e,, 1M ...0".

Komponente ovog tenzora pri Lorentz-ovim transformacijama transformisu
se po

T (o) = N N (AT (AT ()

Vi...Un vy
Kontravarijantni vektori su tenzori tipa (1,0), dok su kovarijantni vektori

tenzori tipa (0,1). Metrika je tenzor tipa (0, 2).

Poincare-ove transformacije?, (A, a) sastoje se od Lorentz-ovih transformacija
i translacija tj.
(Aa)r=Ar+a . (1.E)

To su najopstije transformacije prostora Minkowski-og koje ne menjaju kvad-
rat intervala.

U proizvoljnoj reprezentaciji elementi Poincare-ove grupe su
U(w7€> _ 6—%M,Ww’“’+z’PHe“ : (1F)

gde su w"” i M,,, parametri odnosno generatori Lorentz-ove podgrupe, dok
su e 1 P, parametri odnosno generatori translacija. Poincare-ova algebra
data je u zadatku 11.

LU sluéaju proizvoljne mnogustrukosti vektor u(z) je element tangentnog prostora u
tacki x.

2Poincare-ove transformacije se ¢esto nazivaju i nehomogenim Lorentz-ovim transfor-
macijama
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Glava 1. Lorentz-ova i Poincare-ova grupa 7

Simbol Levi-Civita-e, €77 je totalno antisimetrican tenzor. Koristi¢emo
konvenciju po kojoj je €% = 41.

Pokazati da Lorentz-ove transformacije zadovoljavaju uslov ATgA = ¢ kao i
da ¢ine grupu.

Data je infinitezimalna transformacija Lorentz-ove grupe:
At =601, +wh, .
Pokazati da su infinitezimalni parametri w,, antisimetricni.

Pokazati da je
eamgao‘uaﬁya”’,\a‘;g = €uacdetA |

gde su a®, matricni elementi matrice A.

Pokazati da su Kronecker—ov ¢ simbol i antisimetri¢ni € simbol form-invari-
jantni na Lorentz-ove transformacije.

Dokazati

vpo .
P € s = —

1 naci kontrakcije e'"*7¢€,8.5, €7 €5, €7 €pups, €7 €pupo-

Ako je o# = (1,0); o = (1,—0), gde je 1 jedinitna 2 x 2 matrica, a & su
Pauli-jeve matrice onda je matrica X = z,0" hermitska matrica.

(i) Pokazati da transformacija
X — X' =8XS",

gde je S € SL(2,C) opisuje Lorentz-ove transformacije ¢etvorovektora
x* — A" ¥, Ovim je definisan jedan homomorfizam izmedu Lorentz-
ove grupe i SL(2, C) grupe.

(ii) Pokazati da je a# = $tr(c"X).



1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

8 Zadaci

Pokazati da je A*, = %tr(&“SayST), kao i da je A(S) = A(—9), tj. da je veza
izmedu grupa SO(1,3) i SL(2, C) dvoznaéna.

Nacéi matricne elemente generatora Lorentz-ove grupe M, u prirodnoj (defini-
cionoj) reprezentaciji.

Ako definiSemo M,; = %eijijk i N, = M,y pokazati da se komutacione
relacije Lorentz-ove algebre

(M, Mo = 1(9uo Moy + 9upMpuo = GuoMoo — GuoM,p)
mogu prikazati i formi
[Mi> Mj] = iﬁilez, [Ni, Nj] = —iﬁiijl, [Mi,Nj] = iﬁiﬂNl-

Ako se dalje definise A; = %(Mz +iN;) 1 B; = -(M; —iN;) pokazati da vazi

1
2

[A;, Aj] = i€ Ay, By, Bjl = i€ By, [Ai, Bj] =0.

Ovo povezuje Lorentz-ovu algebru i "dve” su(2) algebre: so(1,3), = su(2) @
su(2). Ireducibilne reprezentacije Lorentz-ove grupe se mogu klasifikovati sa
dva kvantna broja (ji, j2) koja upravo dolaze od ”"dve” su(2) grupe.

Data je transformacija Poincare-ove grupe (A, a):
" = A ¥ 4 at .

Odrediti zakon mnozenja u grupi, tj. vrednost izraza (Aq, a1)(Asg, as); jedini-
¢ni i inverzni element.

U Poincare-ovoj grupi pokazati:
(i) zakon mnozenja
U N A,0U(1,e)U(A,0) =U(1,A ),
kao i da iz njega sledi

U (A, 0)PUA,0) = (AP, .

I
Naéi komutator [M,,, P,].
(i) da je
U A, 0)U(N,0)U(A,0) = UATA'A,0)

i nac¢i komutator [M,,, M,s].
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(iii) [P, P,] =0.

1.12 Eksplicitnim racunom proveriti komutacione relacije iz prethodnog zadatka,
u reprezentaciji gde su vektori x prostora Minkowski-og reprezentovani kolonom
(x 1)T, a elementi Poincare-ove grupe (A, a) sa 5 X 5 matricom

(0 1)

0 1/)°

1.13 Vektor Pauli-Lubanski-og definisan je sa W, = %EW,\OM vApe,
(i) Pokazati da je W,P* =01 [W,, P,]=0.

(ii) Pokazati da vazi W? = — M, M" P* 4+ M, ,M"° P"P,.

(iii) Pokazati da W?2 i P? komutiraju sa generatorima Poincare-ove grupe,
tj. oni su Casimir-ovi operatori grupe i kao takvi sluze za klasifikaciju
njenih ireducibilnih reprezentacija.

1.14 Pokazati
W2 |p=0,m,s,0)= —m23(s+ 1) |p=0,m,s,0),

gde je | p=0,m, s, o) vektor stanja Cestice mase m, impulsa p, spina s dok
je o tre¢a komponenta spina. Ovo pokazuje smisao Casimir-ovog operatora
W2, Klasifikacija ireducibilnih reprezentacija Poincare-ove grupe vrsi se dakle
pomocu mase i spina.

1.15 Pokazati da vazi

(i) [wav WU} = i(guawu - gMUWI/)a
(11) [Wua Wy] = _ieuyngUPp.

1.16 Izracunati komutatore

(i) W, M?
( ) [MMIMW#WV]
(iii) [M?, P,]

[

(iv) [€"77 My M po, M)

1.17 Malu grupu Lorentz-ove grupe ¢ine one transformacije koje tzv. standardni
impuls ostavljaju invarijantnim. U slucaju masene Cestice za standardni
impuls uzima se (m, 0,0, 0), a u slu¢aju bezmasene (k, 0,0, k). Pokazati da je
mala grupa u slucaju masenih cestica SU(2), a u sluéaju bezmasenih ¢estica
Es grupa.
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1.18 Pokazati da konformne transformacije, koje se sastoje od dilatacija:
xt — 't = ePrt

)

specijalnih konformnih transformacija (SKT)

ot 4 cta?
@ T
t — gt = PR
1+ 2¢c-z+ 2z

i elemenata Poincare-ove grupe, ¢ine grupu. Naci komutacione relacije u ovoj
grupi.
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ZADACI 2

Klein-Gordon-ova jednacina

Klein-Gordon-ova jednacina,
(O+m?*)(z) =0, (2.4)

je talasna jednacina slobodne relativisticke cestice spina 0. Skalarno polje
¢(x) se u odnosu na Lorentz-ove transformacije menja po pravilu ¢'(Azx) =

().

Jednacina za Cesticu spina nula i naelektrisanja ¢ u elektromagnetnom polju,
AH dobija se smenom 0, — 0, +igA, u jednacini (2.A).

Resiti Klein-Gordon-ovu jednacinu za slobodnu cesticu.

Ako je ¢ proizvoljno resenje Klein-Gordon-ove jednacine izracunati veli¢inu

zq/d3< o ¢>.

Hamiltonijan slobodnog realnog skalarnog polja je

= [ @210 + (Vo) + m*?]

Odrediti vrednost hamiltonijana za opste resenje Klein-Gordon-ove jedna-
Cine.
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2.5

2.6

2.7

2.8

2.9
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12 Zadaci

Impuls slobodnog realnog skalarnog polja dat je sa
P=— / Brd,dVe

Izracunati vrednost impulsa za opste resenje Klein-Gordon-ove jednacine.

Data je struja
ju = Z(¢au¢* - Qb* u¢)

Pokazati da ona zadovoljava jednacinu kontinuiteta, tj. 0*j, = 0.

Data je struja

j,u = Z(¢au¢* - ¢* u¢) - 2€Au¢*¢:
gde je ¢ reSenje Klein-Gordon-ove jednacine u spoljnjem elektromagnetnom
potencijalu A,. Pokazati da ona zadovoljava jednacinu kontinuiteta 9,,j* = 0.

Nacdi energetski spektar skalarne cestice u s—stanju koja se nalazi u potenci-

jalu
0 r<a
0 __ )
A {UO, r>a’

gde je Uy pozitivnha konstanta a FE energija cCestice. Uzeti da vazi uslov
(E + €U0)2 —m? < 0.

Odrediti energetski spektar i funkcije stanja ¢estice spina 0 u konstantnom
magnetnom polju B = Beé,.

Klein-Gordon-ova Cestica mase m i energije F nailazi na barijeru

0 z <0
0 __ )
A_{Uo, z>0"

gde je Uy pozitivna konstanta. Naci koeficijente refleksije i transmisije.

Skalarna cestica, mase m i naelektrisanja —e krece se u Coulomb-ovom polju
teskog nepokretnog jezgra, naelektrisanog sa Ze. Nadéi energetski spektar
takvog sistema. Ispitati nerelativisticki limes.

Ispitati kako se Klein-Gordon-ova jednacina transformise u odnosu na:

(i) Galilei-ove transformacije koordinata
=t o =x 9=y, 2=zt

(ii) Lorentz-ove transformacije koordinata.
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2.12 Uvodeéi dvokomponentnu talasnu funkciju (i) , gde su komponente 6 =

(o + %%(f) ix = 3(0 — %%‘f), napisati Klein-Gordon-ovu jednac¢inu u

Schrodinger-ovoj formi.

2.13 Dijagonalizovati hamiltonijan iz zadatka 2.12. Nadéi nerelativisticki limes
hamiltonijana.

2.14 Odrediti operator brzine v = i[H, Z], gde je H hamiltonijan iz zadatka 2.12.
Resiti svojstveni problem operatora .

2.15 Ako se skalarni proizvod u prostoru dvokomponentnih funkcija definise sa

(¢1, ¢2) = ;/d%lﬂffs%

(i) Pokazati da je hamiltonijan H iz zadatka 2.12 hermitski u odnosu na
ovaj skalarni proizvod.

(ii) Nadi oc¢ekivanu vrednost hamiltonijana (H), i operatora brzine (¥) u

stanju (é) e~
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ZADACI 3

v-matrice

e U prostoru My y-matrice definisane su sa
{7, 7"} = 26" . (3.A)

Dirac-ova reprezentacija y-matrica je

%—((I) 91) v—(_oa g) (3.B)

Druge reprezentacije se dobijaju iz Dirac-ove reprezentacije transformacijom
slicnosti, v, = 57,571, Da bi matrica 7% bila hermitska, a matrice 7" an-
tihermitske potrebno je da matrica transformacije bude unitarna. Weyl-ova
reprezentacija y-matrica je

01\ . (0 &
70‘(1 o)’ 7_(—5 o)’ (3.C)

dok u Majorana reprezentaciji y-matrice imaju oblik:

_<0 0'2) 1_(7:0'3 0)
70_ o9 0 ) 'V - O Z'O_3 )

2 0 —0'2> 3_<—i01 O)
7_<02 o) 7T =V o —ie ) (3.D)

Matrica v° definisana je sa v° = i7%y'v2+2, dok je v5 = —iv9Y17273. U Dirac-
ovoj reprezentaciji ona ima oblik

_(O I)
,}/5_ I 0 .



16

Zadaci

e 0, matrice definisane su sa

Ouv = *[V,ua%/] .

3.1 Dokazati:
(i) 7] ="’
(i) of, =1°0u"°
(i) (y57.)" = " 157:0°
3.2 Pokazati da je:
D) H=%=7"=2%"
(i) 75 = —Z€uwp V"V 1"
3.3 Dokazati:
(i) {77} =0
(ii) [vs,0"] = 0.
3.4 Dokazati ¢* = a®.
3.5 Proveriti sledeée identitete sa kontrakcijama:

(i) " =4,

ow = 12,
sy = —4,
OapVu0™® =0,
aaﬁa‘“’a“ﬂ = —4oM,
aaﬂf’v“aaﬁ =0,

(x) 09045 = 1275,

3.6 Proveriti sledece izraze sa tragovima y-matrica:



3.7
3.8
3.9
3.10

3.11

3.12

3.13

3.14
3.15
3.16
3.17

3.18
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(i) try, =0,

(i) tr(vu ) = 49u,
(iil) tr(v. 1 YoYe) = HGwIoo — GuoGve + GuoGup),
(iv) trys = tr(v57.) = tr(v57.7%) =0,

(v) tr(¥59u Vo) = —4i€umpo,

(vi) tr(dy...dans1) = 0, gde je ¢ = ary,,

(vii) tr(dy...don) = tr(don...d1)-

Izracunati tr(dyds - - - de)-

Izracunati tr[(p — m)y,(1 — v5)(¢ + m)y.].
Izracunati ,(1 — ;) (p — m)y* .

Pokazati da vazi

1 .
exp (ys¢) = cos \/m - \/m%ﬁ sin W ,
m

gde je a®> > 0 .

Pokazati da skup matrica
L ={I, 7", 7", ¥"7°, 0"}

¢ini skup linearno nezavisnih matrica formata 4 x 4. Pokazati takode da je
proizvod bilo koje dve matrice iz ovog skupa opet matrica iz ovog skupa do
na +1, +1.

Pokazati da se svaka matrica A € C* moze rastaviti po potpunom skupu
I ={I, 4", 7°, v*9°, 0} matrica, tj A = Z,c,I'* gde je ¢u = Jtr(AL,).

Proizvode v matrica rastaviti po potpunom skupu I'* matrica:
(1) %%
(i) Y57u 0
(i) 075 -
Antikomutator {y#,0"*} rastaviti po potpunom skupu I' matrica.

Izracunati tr(v,v.Y,YsYaV375)-

Dokazati v50*" = %e“””“apg

Pokazati da se komutator [0,,,0,,] moze izraziti preko samih o, matrica.
Odrediti koeficijente u razvoju.

Pokazati da je matrica, koja komutira sa svim gama matricama ~*, skalarna.
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3.19 Data je unitarna 4 x4, matrica U = exp((dii), gde su § i @ Dirac-ove matrice
a 1 jedinicni vektor. Pokazati da je

& =Uau" =a — (I1- U (an)i,

gde je I jedini¢na 4 x 4 matrica.

3.20 Pokazati da skup matrica (3.C) ¢ini jednu reprezentaciju v matrica. Kako
izgleda unitarna matrica koja ovu reprezentaciju povezuje sa Dirac-ovom.
Kako u ovoj reprezentaciji izgledaju o, matrice, a kako 75 matrica?



ZADACI 4

Dirac-ova jednacina

e Dirac-ova jednacina,
(i7"0y —m)y(x) =0,

je jednacina Cestice spina 1/2. Opste resenje ove jednacine je

1
Y ent &
gde su u,(p) i v,(p) bazisni bispinori koji zadovoljavaju jednacine
(p —m)u,(p) =0,
(b +m)v(p) =0,

kao i relacije ortogonalnosti

ar(@us(@ = _@r(ﬁ)vs<m = 57‘57

Uy (P)vs(P) = vr(P)us(p) =0 .
¢ (p) i d.(p) u (4.B) su koeficijenti.

(4.A)

(3 [ (e o @d o) @)

(4.0)

(4.D)

e Pri Lorentz-ovim transformacijama, z'* = A* x¥ Dirac-ov spinor, ¥ (zx) se

transformise kao

i

V() = S(A)p(x) = e 17w (x) .

(4.E)

S(A) je matrica Lorentz-ove transformacije u spinorskoj reprezentaciji i ona

zadovoljava jednacine .
STHA) =S (Mo

STHANS(A) = AL
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20 Zadaci

Jednacina kretanja elektrona, naelektrisanja —e u elektromagnetnom polju,
AH je

[iv" (0, — iteA,) —mly(z) =0 . (4.F)
Transformacioni zakon Dirac-ovog polja pri prostornoj inverziji je

U(t, ) — P (t, —T) = y0¢(t, T) . (4.G)
Vremenska inverzija je antiunitarna operacija:

Y(t,T) — ' (—t,Z) = TY*(t, ) . (4.H)
Matrica T, zadovoljava

Ty T =y =7, . (4.1)

Resenje gornjeg uslova u Dirac-ovoj reprezentaciji y— matrica je T = iy1~3.
Lako se vidi da vazi TT =Tt =T = —-T*.

Konjugacija naboja transformise spinor ¢(x) na sledeé¢i nagin:
() — ela) = CHT . (4.0)
Matrica C' zadovoljava sledece uslove
CypCl=—T, —C=Cct=0"=C", (4.K)

i u Dirac-ovoj reprezentaciji je C' = iy?~Y.

Proveriti koji od navedenih operatora komutiraju sa hamiltonijanom slo-
bodne relativisticke ¢estice, spina 1/2
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(vi) J?,

(vil) -

o

Y

|
(viii) ¥ - 7.

iSh

4.2 Resiti Dirac-ovu jednacinu za slobodnu cesticu.
4.3 Odrediti energiju stanja u(p, s)e~* i v(p, s)e™P* Dirac-ove Cestice.

4.4 Pokazati da vazi

22 1ur(p)ar(p) = }6;;;71 = A-i-(p)
52 = L = A (),

koriste¢i se resenjem zadatka 4.2. Veli¢ine A, i A_ nazivaju se projektorima
na pozitivno, odnosno negativno frekventna resenja. Indeks r prebrojava
nezavisne spinske stepene slobode.

4.5 Pokazati da je A2 = Ay, 1 A, A_ = 0. Kako ovi projektori deluju na bazne
spinore? Do rezultata do¢i u konkretnoj reprezentaciji spinora, kao i nezav-
isno od nje.

4.6 Operator spina Dirac-ove ¢estice definisan je u sistemu mirovanja sa S* =
(0,3%) gde je ¥ = £ x 7. Pokazati da je:
(i) X =777,
(11) [Sl, S]] = ZEl]kSk,
(i) 52 = -3.
4.7 Pokazati da vazi:

ﬁ r+1
2T ur(p) = (=1)" (D)
}7

@ v (P) = (=1)"0r(p).

Da li su spinori u,(p) i v,(p) svojstveni spinori operatora 7, gde je 7
proizvoljan ort? Isto proveriti za spinore u sistemu mirovanja.

4.8 Naci operator prelaska iz nepokretnog sistema u sistem koji se kreée duz z—
ose brzinom v u spinorskoj reprezentaciji. Da li je taj operator unitaran?

4.9 Resiti prethodni zadatak pri prelasku u sistem koji je zarotiran za ugao 6
oko z—ose. Da li je taj operator unitaran?
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4.17
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Vektor Pauli-Lubanski-og definisan je sa W, = %EWWM”'DP”, gde je M =
10"P 4+ i(279P — z*9"”) angularni moment, a P* impuls. Pokazati da vazi
2 1 L
W2(a) = (1 m*(a),

gde je ¥ (x) resenje slobodne Dirac-ove jednacine.

Kovarijantni operator projekcije spina na proizvoljan pravac s je W,s* gde
je s2 = —11is-p=0. Pokazati da je
W, s* 1
= )
m 2m

Pored spinorskog bazisa Cesto se koristi i tzv. helicitetni bazis. Do spinora

u ovom bazisu dolazi se uzimanjem 7 = % za pravac orta 1. Kako u ovom

slucaju izgleda kovarijantna jednacina za spin?

Kakav oblik imaju jednacine za spin iz zadatka 4.12 u ultrarelativistickom
limesu?

Pokazati da operator ;¢ komutira sa operatorom p i da su mu svojstvene
vrednosti +1. Kako izgledaju svojstveni projektori operatora 54?7 Pokazati
da oni komutiraju sa projektorima na pozitivno odnosno negativno frekventna
reSenja Dirac-ove jednacine.

Dirac-ova c¢estica krece se duz z-ose sa impulsom p. Nerelativisticka spinska
talasna funkcija data je sa

—(3)
Y= .
Jlal2 + b2 \ b

Odrediti oc¢ekivanu vrednost operatora projekcije spina Y na pravac jedini-
¢nog vektora 7, tj. (% - 7). Naéi nerelativisticki limes.

Naéi Dirac-ov spinor za elektron koji se kre¢e duz z-ose sa impulsom p, a
polarisan je duz pravca 7i = (0, ¢ = 7) koji pripada yz ravni. Naci oc¢ekivanu
vrednost operatora projekcije spina na pravac polarizacije u tom stanju.

Pod kojim uslovom je operator 5 konstanta kretanja za slobodnu Dirac-ovu
cesticu? Naci njegove svojstvene vrednosti i svojstvene projektore.

Neka je
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gde je 1 Dirac-ov spinor. Izvesti jednacine kretanja za ova polja. Pokazati
da su one dekuplovane u slucaju cestice nulte mase. (Ova polja nazivaju se
Weyl-ova polja.)

4.19 Razmotrimo sistem povezanih dvokomponentnih jednacina

i 20 sy a)
i 2D (),

gde je o = (1,7); o = (1, —d), a & su Pauli-jeve matrice.

(i) Da li se ovaj sistem jednacina moze napisati kao Dirac-ova jednacina?
Ako moze, na¢i unitarnu matricu koja povezuje novi skup + matrica sa
standardnim Dirac-ovim matricama.

(ii) Pokazati relativisticku kovarijantnost datog sistema jednacina. Nadi
2 x 2 matrice Sg, Sp takve da je ¢ (') = Sg,¥r1(7) nova talasna
funkcija u novom koordinatnom sistemu povezana sa starom pomocu
busta duz x— ose.

4.20 Pokazati da operator K = ﬁ(if+ 1), gde je Y = %0_2 X @ operator spina a [
orbitalni moment, komutira sa hamiltonijanom slobodne relativisticke cestice
spina 1/2.

4.21 Dokazati (Gordon-ova dekompozicija struje)

2ma(ph) v, u(p2) = w(pi)[(pr + p2)u + 10 (P1 — p2)u(pa) |

ne pozivajuéi se na konkretnu reprezentaciju Dirac-ovih spinora.

4.22 Ne pozivajuci se na konkretnu reprezentaciju Dirac-ovih spinora pokazati
w(p)ow (p + 1) u(p) = () (p" = p)uu(p)-

4.23 Data je struja J, = u(p2)p1yup2u(pi), gde su u(p) i u(p) Dirac-ovi spinori.
Pokazati da je .J, oblika

Ju = ﬂ(ﬁz)[Fl(ma QQ)W + F2(ma qz)%uqy]u(ﬁi)a

gde je ¢ = ps — py. Odrediti funkcije F7 i Fb.

4.24 Ne pozivajuci se na konkretnu reprezentaciju Dirac-ovih spinora, naci

a(7)5 (1~ 15)u(p)

kao funkciju normalizacije N = u'(p)u(p).
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Data je struja
Ju = W(P2)P ¢ o pru(ph),

gde su u(p)) i u(py) Dirac-ovi spinori za slobodnu ¢esticu mase m i impulsa
p1 odnosno py i gde je p = p1 +p2 i ¢ = p2 — p1. Pokazati da je struja J,
oblika

Ju = u(P2) (F1yu + Faqu + F30,,0°)u(ph),
gde funkcije F; = F;(¢*,m), (i = 1,2,3) treba odrediti.
Pokazati da ako je ¥ (x) resenje Dirac-ove jednacine za slobodnu ¢esticu, da
je ono resenje i Klein-Gordon-ove jednacine.

Odrediti gustinu verovatnoée p = 1)y i gustinu struje j = 1), za elektron
koji se krece sa impulsom p u proizvoljnom spinskom stanju. Proveriti da
oni zadovoljavaju jednacinu kontinuiteta 9,7* = 0.

Ako je ¥(x) opste resenje Dirac-ove jednacine izrac¢unati:
(i) naelektrisanje Q = —e [ d*zypT1)
(ii) energiju H = [ d®z[t)(—iy'0; + m)i]
(ili) impuls P = —i [ &z V.
Nacéi vremensku zavisnost operatora polozaja 7 slobodne relativisticke cestice
spina 1/2.

U trenutku ¢ = 0 stanje slobodnog elektrona opisano je bispinorom
1
Ut =0, =09() | |
0
Nadi ¢(t, Z).
Odrediti vremensku evoluciju talasnog paketa
) 1
Wt =0, 7) = (W;)iexp( |
0

za slobodnu Dirac-ovu jednacinu.

Elektron sa impulsom p'= pe, i helicitetom 1/2 nailazi na barijeru

0, z<0
—_ 0— )
ed _{v, 2>0°

Odrediti koeficijente transmisije i refleksije.
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4.41
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Elektron sa impulsom p'= pe, i helicitetom 1/2 nailazi na barijeru

0 z<0,z>a
o 0 _ ) )
ed {Vo, O<z<a

Odrediti koeficijent transmisije za prolazak elektrona kroz barijeru.

Naéi energetski spektar parnih i neparnih resenja elektrona koji se nalazi u
potencijalnoj jami Sirine 2a i dubine Vj. Uzeti da energija zadovoljava uslov
(E+Vy)2—m?2>0.

Naci energetski spektar Dirac-ove ¢estice u spoljnjem konstantnom magnet-
nom polju B = Be,,.

Pokazati da ako ¢ (x) zadovoljava Dirac-ovu jedna¢inu u elektromagnetnom
polju, onda ono zadovoljava i generalisanu Klein-Gordon-ovu jednacinu

(9, — ieA,) (0" — ieA") — EUWFW +m(z) =0,

gde je F'* = o AY — 0¥ A" tenzor jacine polja.

Nacdi nerelativisticki limes Dirac-ovog hamiltonijana H = a(p'+ e/Y) —eA%+
TR 2
mf3 uracunavajuci clanove reda .

Dato je vektorsko polje V,,(x) = ¥ (x)v,¢ (). Pokazati da je V, realna veli¢ina
i ispitati kako se ona transformise pri pravim ortohronim Lorentz-ovim trans-
formacijama, konjugaciji naboja C, prostornoj inverziji P i vremenskoj in-
verziji T.

Data je bilinearna kovarijantna veli¢ina A*(x) = 1) (2)y"y51(z). Ispitati kako
se ona transformise pri pravim ortohronim Lorentz-ovim transformacijama
kao i pri diskretnim transformacijama C, P, T kao i kombinovanoj C'PT
transformaciji.

Dato je tenzorsko polje T}, (z) = ¢ (z)o,,¢(z). Pokazati da je T}, realna
velic¢ina i ispitati kako se ona transformise pri pravim ortohronim Lorentz-
ovim transformacijama. Takode ispitati njegova transformaciona svojstva
u odnosu na diskretne transformacije C, P, T kao i kombinovanu C'PT
transformaciju.

Pokazati da je velicina ¢ (z)v,0"¢(z) Lorentz-ov skalar. Kako se ona trans-
formise pri diskretnim transformacijama?

Koriste¢i se Dirac-ovom jednac¢inom, pokazati da je Cu’ (p, s) = v(p, s) gde je
C' operacija konjugacije naboja a u(p, s) i v(p, s) Dirac-ovi spinori. Proveriti
i u konkretnoj reprezentaciji.
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4.43 Matrica C' definisana je sa
Cry,C7 ' = —75.

Pokazati da ako matrice C i Cy zadovoljavaju gornju jednacinu, onda je

C) = k’CQ, gde je k konstanta.
< )
0

4.44 Ako je
o3p ( 1 )
Ep+m O

talasna funkcija relativisticke ¢estice spina %, nadi:

(i) Talasnu funkciju v.(z) = Cy” (z) anticestice,

—ipx

P(x) =N,

e

(ii) Talasnu funkciju za posmatraca koji se krece impulsom p'= pe’,,

(iii) Talasnu funkciju koja se dobija iz zadate prostornom i vremenskom
inverzijom.

4.45 Kako operatori C' i P izgledaju u Weyl-ovoj reprezentaciji?

4.46 Pokazati da helicitet Dirac-ove ¢estice menja znak pri prostornoj inverziji, a
ne menja pri vremenskoj inverziji.

4.47 Dirac-ov hamiltonijan je H = ap+ fm. Odrediti parametar 6 tako da trans-
formisani hamiltonijan H' = UHU™, gde je U operator dat sa U = €59,
ima "neparan” oblik (Foldy-Wouthuysen-ova transformacija).

4.48 Pokazati da u Foldy-Wouthuysen-ovoj reprezentaciji operatori spina i or-
bitalnog angularnog momenta imaju oblik:

s omg @Y i@ xp)
Sew = —3%
W B ST R mt By 2E,
odnosno
A Py PP Y _iB(d x p)
W 2E,(m + E,)  2E,(m + E,) 2,

4.49 Naci Foldy-Wouthuysen-ovu transformaciju operatora koordinate z i impulsa
p. Cemu je jednak komutator [Zpyw, prw]?
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Klasi¢na polja i simetrije

Ako je f(z) funkcija a F[f(z)] funkcional tada je funkcionalni izvod, 2£L

) 3f(y)
definisan sa
OF[f ()]
0F = | dy———=9 , 5.A
J a5 oW (5.)
gde je O F varijacija funkcionala.
Dejstvo ima oblik
S = / &'z L(6r, 0,0, | (5.B)

gde je £ gustina lagranzijana®, koja je funkcija polja, ¢,(z), r = 1,..,n i
izvoda polja. Uslov da dejstvo (5.B) bude stacionarno (Hamilton-ov princip)
daje nam Euler-Lagrange-ove jednacine kretanja:

oL oL
0 — =0. 5.C
(5@,00) ~ 96, (5C)
Konjugovani impuls 7,(x) je
) = 2£ . (5.D)
09,
Kanonski hamiltonijan je
H-— / &M = / Br(om, — L) . (5.E)

U teoriji polja gustina lagranzijana se ¢esto jednostavnije naziva lagranzijanom, $to
¢emo i mi praktikovati u ovoj zbirci. Lagranzijan je L = [ d3zL.
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Noether-ina teorema: Ako je dejstvo invarijantno na kontinualne infinitezi-
malne transformacije:
r_
T, — T, =T, + 0T, ,

¢r(x) = ¢, (2") = &r(z) + 56, (2)
tada je divergencija struje

, oL v
gt = m&zﬁr(m‘) — THéx, (5.F)

jednaka nuli tj. 9,7* = 0. Velicina

oL
TW = W&zﬁb - ﬁgu,, ) (5-G)

je tenzor energije impulsa. Velicine Q* = [ d®zjd(x) su konstante kretanja.
Indeks a potice od grupe simetrije.

Za date funkcionale
<1> FM = augba
(i) S = Jd'z[3(0,0)* - V(9)],
. . . 5F, 52
odrediti funkcionalne izvode ¥ odnosno ng(y).
Naéi Euler-Lagrange-eve jednacine kretanja ako su lagranzijani dati sa
(i) £L=—(0,4")(0,A") + %mzAMA“ + %(8“14“)2,
(i) £=—1F, F" + im?A, A", gde je F,, = 0,4, — 0,A,,
(i) £ = 3(9,6)(0"6) — tm?¢* — IAg",
(iv) L= (0,0 —ieA,d)("¢* + ieAld*) — m*¢*p — iFWF‘“’,
(V) £ =1(i7,0" = m)p + 5(9u0)* — 3m°¢” + [ A" — igiys1e.
Pokazati da je lagranzijan £ = L(¢,, 0¢,), gde indeks r prebrojava nezavisna
polja, odreden do na divergenciju proizvoljne funkcije polja ¢,..

Pokazati da se za lagranzijan slobodnog skalarnog polja moze uzeti £ =
—36(0+m?)o.
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Pokazati da se za lagranzijan spinorskog polja moze uzeti £ = %(1/?@@& —
(Qﬂb)v“tﬁ) — my.

Gustina lagranzijana masenog vektorskog polja A* je

1 1
;C = _ZF,U,VFMV + imzAﬂAu'

Pokazati da je jednacina 0,A" = 0 posledica jednacina kretanja.

Pokazati da je lagranzijan bezmasenog vektorskog polja invarijantan na gradi-
jentne transformacije A, — A, + 0,A(z), gde je A = A(x) proizvoljna
funkcija. Da li je u ovom slucaju jednacina 9,A* = 0 posledica jednacina
kretanja?

Odrediti hamiltonijan za skalarno i spinorsko polje.

Pokazati da je lagranzijan

_13232_7”722 2 Ao 90
L= 5[061) + (06:7] - "5 (6% + 63) — S(6% + 63)
invarijantan na transformacije

¢ — @) = ¢ cosl — pysinb
Gy — ¢y = ¢y 8inf + ¢y cosb

i odrediti Noether-inu struju i naboje.
Dat je lagranzijan
L= (9.0")(0"¢) —m*¢'e
gde je (21) dublet grupe SU(2). Pokazati da je ovaj lagranzijan SU(2)
2
invarijantan i odrediti Noether-inu struju i naboje.

Dat je lagranzijan

L= ¢(Zau7u - m)¢ )

gde je ¢ = (Zl> dublet grupe SU(2). Pokazati da £ ima SU(2) simetriju i
2
odrediti Noether-inu struju i naboje. Nadi jednacine kretanja za spinorska

polja v; gde je 1 =1, 2.
Pokazati da su lagranzijani

(i) £=2(i7.0" —m)e,

(i) £ = (0u0")(0"0) —m*¢'o,

fazno invarijantni i odrediti Noether-inu struju.
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Dat je lagranzijan realnog trokomponetnog skalarnog polja
1 m?
L — Ta,u Y &
0,070 — -7,
b1
gde je @ = | ¢ | . Naci jednacine kretanja za skalarna polja ¢;. Pokazati da
b3

je ovaj lagranzijan SO(3) invarijantan i odrediti Noether-inu struju.

Ispitati invarijantnost Dirac-ovog lagranzijana na kiralne transformacije
U(x) — 1 (z) = ().

Odrediti Noether-inu struju i njenu cetvorodivergenciju.

Zadat je lagranzijan tzv. o-modela

c - ;[(am(aﬂa) + (9,7)(9"7)) + INPN

_ m2

A
+ gN(o + iT7y5)N — 7(02 + 7)) + 1(02 + 7%)?
gde je o skalarno polje, # trokomponetno skalarno polje, N = (p n)? dublet
spinorskih polja, a 7 Pauli-jeve matrice. Pokazati da je lagranzijan £ invari-

jantan na transformacije:

o(x) —o(x),
7(x) — 7(x) + a x 7(x) ,
N(z) — N(z) - i%N(:c) :

gde je @ infinitezimalni parametar. Odrediti o¢uvane struje.

Nadi tenzor energije impulsa (o¢uvana struja pri translacijama) i angularnog
momenta (ocuvana struja pri Lorentz-ovim rotacijama) za skalarno polje,
Dirac-ovo polje i elektromagnetno polje.

Pri dilatacijama koordinate se transformisu po x — 2’/ = e Pz, a skalarno
polje ¢(x) — ¢'(2') = efp(x), gde je p parametar. Naéi infinitezimalnu
varijaciju forme skalarnog polja. Dali je dejstvo za skalarno polje invarijantno
na ovu transformaciju? Naci Noether-inu struju.

Pokazati da je dejstvo bezmasenog Dirac-ovog polja invarijantano na dilat-
acije ¥ — 2/ = e Pz, ¥(x) — V(') = e2*y(x). Nadi Noether-inu struju i
naboj.



ZADACI 6

Green-ove funkcije

e Green-ove funkcije A(z — y) za Klein-Gordon-ovu jednacinu zadovoljavaju
jednacinu
(O, +m)A(r —y) = =8 (z —y) . (6.A)
Razni tipovi Green-ovih funkcija zadovoljavaju razlicite graniéne uslove.
e Green-ove funkcije S(z — y) za Dirac-ovu jednacinu zadovoljavju jedna¢inu

(v —m)S(ax —y) =W (x —y) (6.B)

naravno, opet uz odgovarajuce granicne uslove.

6.1 Odrediti Green-ove funkcije za Klein-Gordon-ovu jednacinu.

6.2 Ako je Ar Feynman-ov propagator, a Ag retardovana Green-ova funkcija za
Klein-Gordon-ovu jednacinu, pokazati da je njihova razlika Ap — Ag resenje
homogene Klein-Gordon-ove jednacine.

6.3 Pokazati da je
[ kot = m*otko) f) = [ S F(k),

ode je wy, = k2 + m?
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Pokazati da je
AR(—ZE) = AA(JT)

Definisimo Green-ovu funkciju, A(x) za Klein-Gordon-ovu jednac¢inu sa

B d4k‘ efikz
A(x) = v.p. / R —m?

Pokazati da je A(z) = L(Ar(7) + Aa(z)), kao i da je A(—z) = A(z).

1
2

Nadi

1 . efik:p
Alw) = ~ (2m)* ﬁ*d kk:2 — m?

1 . e—ikx
Ag(r) = _(277)47{@(1 i p—

Konture integracije zadate su na slici.

Im ]{;0 % Im kO @
%\\ c| o

@jf{é@ \L 6 Rer,

Pokazati da je A(z) = Ay (z) + A_(z).

Pokazati da je
OA(x)
. =0,
du’ z9=0
OA(x)
= —0¥(7) .
0x° | o_, (@)
Pokazati da je A(z) resenje homogene Klein-Gordon-ove jednacine.
Pokazati da je
A (x)‘ = —i5(x2) + L‘v 1
ES =0 = ar ar2 P

gde je Ap Feynman-ov propagator za Klein-Gordon-ovu jednacinu.
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Pokazati da je

1
Ara|,,_o = =503

m2=0

za Klein-Gordon-ovu jednacinu.
Ako je p(y) = g6 (3), pokazati da je
_ g exp(=m | Z])
Sr="——""7=7 "
47 | 7|
gde je ¢r(w) = — [ Ar(z — y)p(y)dy.

Pokazati da je Green-ova funkcija S(x) za Dirac-ovu jednacinu data sa
S(x) = (10 + m)A(x),
gde je A(z) Green-ova funkcija za Klein-Gordon-ovu jednaé¢inu.

Polazeci od Dirac-ove jednac¢ine odrediti retardovanu, advansiranu, Dayson-
ovu Green-ovu funkciju kao i Feynman-ov propagator, za slobodnu rela-
tivisticku ¢esticu spina 1/2. Pokazati da razlika bilo koje dve od njih pred-
stavlja resenje homogene Dirac-ove jednacine.

Ako je j(y) = gd(yo)e®(1,0,0,0)T izracunati

Y(x) = / Sr(z —y)j(y)d'y

gde je Sp Feynman-ov propagator za Dirac-ovo polje. Ovde je g konstanta,
a ¢ je konstantan vektor.

Odrediti Green-ovu funkciju za maseno vektorsko polje, opisano lagranzija-
nom 1

£=—3

1
E, F" + imQAuA“,
gde je F),, = 0, A, — 0, A,.

Odrediti Green-ovu funkciju za bezmaseno vektorsko polje sa ¢lanom koji
fiksira kalibraciju. U ovom slucaju lagranzijan polja ima oblik

1 1
= __F, F" 4+ = 2
L= FuF"™ + A04),

gde je F),, = 0,A, — 0,A, a X je konstanta.
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Kanonsko kvantovanje
skalarnog polja

e Operatori kompleksnog skalarnog polja su

1 Ak -

_ e—ik’x T_’eik’x ]
0) = Gt ] e F VB (7.4)
i _ 1 d’k T*e_z‘kcs a *ez‘kz
6'@) = 51 B +al@e) (7.B)

gde su a(E) i b(k:) anihilacioni a aT(k) i bT(l?:) kreacioni opertori. U sluc¢aju
realnog skalarnog polja je a(k) = b(k) Realno polje opisuje neutralne, dok
kompleksno polje opisuje naelektrisane cestice.

e Konjugovani impulsi su
oL i 0L
¢ ) ™ = 7’[
8gb ¢
Kanonske komutacione relacije imaju oblik
(6@ 0, 7(.6)] = [¢' (&, 1), 7' (5,6)] = 0@ (& — ) . (7.C)

dok su ostali komutatori jednaki nuli. Komutacione relacije izmedu krea-
cionih i anihilacionih operatora su:

[a(k),a (@)] = [b(),0'(@)] = 6@ (k - @)

[a(k), a(@)] = [a' (F),a'(@)] = [a(F),b"(@)] = [a' (k),b'(@)] = 0,
(b(R), (@] = [b'(K), 8" (@)] = [a(k),b(@)] = [a' (), b(q

_ .



7.1

7.2

7.3

36 Zadaci

Vakuum [0) je definisan sa a(k)|0) = 0, b(k)|0) = 0 za svako k. Stanje
a' (k) |0) odgovara skalarnoj estici impulsa k dok je b' (k) |0) anticestica im-
pulsa k. Visecesticna stanja se dobijaju delovanjem kreacionih operatora na
vakuum.

Normalno uredenje proizvoda kreacionih i anihilacionih operatora u oznaci
: 1, definisano je tako da kreacione operatore u proizvodu premesta levo od
anihilacionih. Npr.

. alaga;am; = a;agalagm .

Hamiltonijan, impuls i angularni moment skalarnog polja definisani su u
zadaku 5.16.

Feynman-ov propagator realnog skalarnog polja je
iAp(z —y) = (0] T(¢(x)d(y)) [0) - (7.E)

Transformacioni zakon skalarnog polja pri Poincare-ovim transformacijama
dat je u zadatku 19 dok su transformacioni zakoni pri diskretnim transfor-
macijama definisani u zadacima 7.20, 7.21 odnosno 7.22.

Polazec¢i od kanonskih komutacionih relacija realnog skalarnog polja
[6(2,1), 6(7,1)] = i16@(T — §)
[6(,1), 67, 1)] = (1), 6(7,1)] = 0,
pokazati komutacione relacije izmedu kreacionih i anihilacionih operatora
[a(k),d' ()] = 6@ (k- q) ,
[a(k), a(@)] = [a' (F),a'(@)] = 0 .

Ako je ¢(t = 0,7) = 0, gb(t = 0,7) = ¢, gde je ¢ konstanta naéi skalarno
polje ¢(t, Z) u svakom trenutku.

Za kompleksno skalarno polje izracunati operatore energije : H :; impulsa
: P : i naelektrisanja : () :. Rezultat uporediti sa rezultatima zadatka 2.2,
2.3124.
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7.4 Pokazati da su mode

1
up = ———e
2(27)3wy,

—iwt+ikT

ortonormalne u odnosu na skalarni proizvod
(f9) = =i [ dxlf(@)arg" (2) = g" (@) ()]
7.5 Pokazati da je vakuumska ocekivana vrednost (VOV) energije skalarnog polja
(0] H |0) = —iﬁm45(3)(0)F(—2).

Kao sto se vidi ovaj izraz je proizvod dva divergentna clana.

7.6 Izracunati sledeée komutatore (uzeti da je skalarno polje realno sem u slucaju

(iv))

(iv) [, P"],
(v) [N, H], gde je N = fd?’k‘aT(E)a(E) operator broja cestica,
(vi) [ dPz[H, ¢(x)]e ",

(vii) (0]e=AHe?|0), gde je A = [ d®*k[f(k)a(k) — f*(k)al (k).
7.7 Pokazati ¢ Q¢(x)e @ = e~ ().

7.8 Operator momenta impulsa M, skalarnog polja izracunat je u zadatku
5.16, samo sto je sada klasi¢no polje zamenjeno operatorom skalarnog polja.
Pokazati da vazi :

() My, ¢(2)] = —i(2.0, — 2,0,)¢(2)
(ii) [Muw PA] = i(gAuPu - gAuPV) )
(iil) [Myuws Myo| = (9o Mop + 9upMpo — GuoMoo — GuoMyp) -
7.9 Pokazati da ¢ = <E

¢(x)‘0> zadovoljava Klein-Gordon-ovu jednac¢inu.

7.10 Izracunati naboje Q® = [ d®xji(z), gde je j& nulta komponenta Noether-ine
struje za simetrije iz zadataka 5.10 i 5.13. Pokazati da naboji u oba slucaja
zadovoljavaju komutacione relacije su(2) algebre

[Qa’ Qb] — iEabCQc.
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U zadatku 5.17 pokazali smo da je dejstvo za bezmaseno skalarno polje di-
lataciono invarijantno.

(i) Odrediti ocuvani naboj pri dilatacijama D = [ d3xj°.

(ii) Pokazati da vazi p|D, ¢(x)] = —idop(x) 1 p[D,w(x)] = —idem(x) .
(iii) Naéi [D, F (¢, )], gde je F proizvoljna analiticka funkcija.
(iv) Pokazati da je [D, P*| = —iP*.

Neka se operator F' transformise po zakonu
S F = €*[F, T,

u odnosu na grupu simetrije Ciji su parametri €, a generatori 7*. Generatori
zadovoljavaju relaciju
[Ta’ Tb] — Z'fabcTc.

Pokazati da je
[0y, Oy |F = 6.F,

gde je € = i faenayb,
Ako se umesto polja ¢(z) uvede polje

op(@) = [ Prolt. D) .

gde je funkcija f data sa

izracunati (0] ¢4 (t, ¥)¢s(t,7) |0) . Sta se dobija u limesu m — 07

Operatori kreacije o, (0 < m € Z) i anihilacije o, (0 > m € Z) slobodne
bozonske strune zadovoljavaju komutacione relacije

[O‘fnv O‘;] = —MOm1n09"" -

Ako definisemo operatore L,, = —% > ab, 0, pokazati da vazi
[Lim, Ln] = (m —n)Lyin.

Operatori L, ¢ine Virazoro-vu algebru (strogo govoreéi ova algebra se dobija
tek posle odgovarajuc¢eg normalnog uredenja operatora ¢ime se u predthod-
nom izrazu pojavljuje jos jedan, tzv. centralni clan).
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7.15 Za bezmaseno skalarno polje izracunati vakuumsku ocekivanu vrednost

(0] {¢(x), 6(y)} |0},

gde je { , } antikomutator. Pokazati da dobijena VOV zadovoljava Klein
Gordon-ovu jednacinu.

7.16 Za slobodno skalarno polje izracunati VOV

(0 ¢(z1)p(22)p(23)P(4) [0) -

7.17 Nadi VOV
(0] ¢(x)9(y) [0)

u dve (1 + 1) dimenzije za bezmaseno skalarno polje.
7.18 Pokazati da vazi

(B2 +m?) (0] T(¢(2)e(y)) |0) = —id™ (x — y),

tj. da je (0] T(¢(z)¢(y)) |0) Feynman-ov propagator za skalarno polje.

7.19 Pri Poincare-ovim transformacijama z — ' = Ax + a realno skalarno polje
transformise se po zakonu

UM, a)p(x)U (A, a) = ¢(Az + a),

gde je U(A, a) reprezentacija Poincare-ove grupe u prostoru polja.

(i) Pokazati da se kreacioni i anihilacioni operatori transformisu na slededi

nacin:
We! i
U(A, a)a(k) 1/ exp —iAY k" a,)a(Ak) |

U(A, a)a' (k) \/>

(ii) Pokazati da se n-Gesticno stanje |k, ..., k,) transformise po zakonu

UA, a) ki, Koy Ky 1/ n i (Rt AR | N oy Ak

(iii) Pokazati da se operator impulsa skalarnog polja pri Lorentz-ovim trans-
formacijama transformise kao vektor tj.

U(A,0)P*U (A, 0) = APV .

a,)a a (Ak) .
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(iv) Dokazati da je komutator [¢(z),¢(y)] invarijantan pri delovanju Lo-
rentz-ovih transformacija.

7.20 Operator parnosti skalarnog polja dat je sa

_exp[ /d3 (%) *)—aT(E)a(—E))}.

(i) Pokazati da operator parnosti komutira sa hamiltonijanom.
(ii) Pokazati da je PM;;P~' = M;;, gde je M,; angularni moment.
7.21 Pri vremenskoj inverziji operator skalarnog polja transformise se po

T¢(I>7—71 = 77<Z5(—t7 f))

gde je T antiunitaran operator vremenske inverzije a n fazni mnozitelj.

(i) Pokazati da je

(ii) Ispitati kako se hamiltonijan i impuls transformisu pri vremenskoj in-
verziji.
7.22 Pri konjugaciji naboja kompleksno skalarno polje se transformise po zakonu

Co(2)C™" = neg'(w),

gde je n. fazni mnozitelj. Pokazati da je

CRC™ = -Q,

gde je () operator naelektrisanja.
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Kanonsko kvantovanje
Dirac-ovog polja

Operatori Dirac—ovog polja su:

e P +o(pr)d (5,r)e™) , (8.A)

/ f (a(f, r)e (7, r)e™ +o(F.r)d(F, r)e ™) . (8.B)

Operatorl c (p, ),d (p,r) 1 c(p,r),d(p,r) su kreacioni odnosno anihilacioni
operatori.

Iz Dirac-ovog lagranzijana,
L= QZ(Z’)/M@M - m)¢ )
dobijamo konjugovane impulse:

ngi:w*, “_’_éa)i 0.

Cestice spina 1/2 zadovoljavaju Fermi-Dirac-ovu statistiku $to namece is-
tovremene antikomutacione umesto komutacionih relacija:

{Walt, 7), Uy (£, D)} = 00 (@ — 7) (8.C)
{a(t, B), u(t, 9)} = {0 (t, B), 0, (£, 7)} = 0 . (8.D)

Ove relacije povlace antikomutacione relacije izmedu kreacionih i anihila-
cionih operatora:

{e(Bir),c'(d,8)} = {d(p,r),d"(q.5)} = 6.0 (F ) , (8.E)

dok su svi preostali antikomutatori jednaki nuli.
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e Fock-ov prostor se izgraduje standardno delovanjem kreacionim operatorima
na vakuum |0). Stanja ¢ (7,7)]0),d (7, r)|0) su jednocesticno elektronsko
odnosno pozitronsko stanje definisanog impulsa i polarizacije.

e Normalno uredenje operatora definisano je na isti nacin kao u slucaju skalarnog
polja pri ¢emu ovde moramo voditi racuna o antikomutacionim relacijama.

e Hamiltonijan, impuls i angularni moment Dirac-ovog polja definisani su u
zadatku 5.16.

e Feynman-ov propagator za Dirac-ovo polje je
iSp(x —y) = (0| T (¥ (@) (y)) |0) - (8.F)

e Pri Lorentz-ovim transformacijama operator ¢ (z) se transformise po uni-
tarnoj reprezentaciji Lorentz-ove grupe:

UMy (x)UH(A) = STHA)w(Az) . (8.G)
e Transformacioni zakon Dirac-ovog polja pri prostornoj inverziji je
Py(t,Z) P~ =y (t, —T) . (8.H)
e Vremenska inverzija je antiunitarna operacija
Tt D) = Ty(—t,7) . (8.1)

Osobine matrice 7', koja deluje na spinore, date su u cetvroj glavi. Treba
voditi racuna o tome da je vremenska inverzija antiunitarna operacija te ona
ukljucuje kompleksnu konjugaciju:

T(c.)T 7 =c'T.T

e Konjugacija naboja transformise polje ¥ na sledeé¢i nac¢in
Ceba()C™" = (Cro)antih () - (8.J)
Osobine matrice C' dali smo u ¢etvroj glavi.
e U ovoj glavi Cesto se koriste relacije:
[AB,C| = A[B,C|+ [A,C|B
[AB,C| = A{B,C} —{A,C}B. (8.K)
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8.1 Polazedi od antikomutacionih relacija (8.E) pokazati:
{¥(@), ()} =iS(z —y) = i(i7,0" + m)A(z —y)

{(2), ¥(y)} =0,
gde funkciju A(x — y) treba odrediti. Pokazati da se izraz iS(x — y) za
o = Yo svodi na (7 — ¥), tj. da u tom slucaju dobijamo istovremene
antikomutacione relacije za Dirac-ovo polje.

8.2 Hamiltonijan Dirac-ovog polja je
H= /d% - tida :
(i) Pokazati da je energija Dirac-ovog polja
H =3 [ dpB, (G r)e ) +d (@ r)dr) |

gde je E, = v/p? + m?. Kakav rezultat bi se dobio da smo u procesu
kvantovanja koristili komutator umesto antikomutatora?

(ii) Pokazatida jei[H, ¥(x)] = 21(z). Prokomentarisati smisao ovog rezul-
tata.

8.3 Izracunati [H, ! (p,r)c(p,r)].

8.4 Polazedi od zakona transformacije spinorskog polja u odnosu na Lorentz-ove
transformacije pokazati da su generatori tih transformacija

1
MMV = i(l’uay — ZL’,,@M) + 50'/“/.

8.5 Angularni moment Dirac-ovog polja je

M,, = /d?’a:wT(x) i(x,0, — x,0,) + ;O'W, W(z) .

(i) Pokazati da je

My $(@)] = =il — ,0,)0() ~ 300()

i prokomentarisati smisao komutatora.
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(ii) Pokazatida je [M,,, P,] = i(9,,Pu—9u,F,), gde je P, impuls Dirac-ovog
polja.

Pokazati da je helicitet Dirac-ovog polja dat sa
/ *p(=1) e r)e(@r) +d (F.r)d(@. ).

Dato je dvocesti¢no stanje |py,71;p2,72) = cl(p1,71)c(p2,72) [0) . Odrediti
energiju, naelektrisanje i helicitet datog stanja. Da li je dato stanje anti-
simetri¢no?

Pokazati da naboji iz zadatka 5.11 zadovoljavaju komutacione relacije:
[Qa7 Qb] — ’iEachc.

Kao sto je pokazano u zadatku 5.18 dejstvo za bezmaseno Dirac-ovo polje je
invarijantno na dilatacije. Naéi o¢uvani naboj D = [ d®zj° pri dilatacijama
i pokazati da je

[D, P*] = —iP" .

Za teoriju ¢iji je lagranzijan
= Wy 0, — gxPp

gde je g konstanta

(i) nadi tenzor energije impulsa 7}, i njegovu divergenciju d,7*". Proko-
mentarisati rezultat;

(i) izracunati komutator [P°(t), P'(t)];

(iii) naci éetvorodivergenciju ”angularnog momenta” M*H5,

Razmotriti komutator [J,(z), J,(y)] izmedu struja J, = 1v,.
(i) Pokazati da je gornji komutator Lorentz kovarijantan.

(ii) Pokazati da je za interval prostornog tipa, (z—y)? < 0, gornji komutator
jednak nuli.

(iii) Ako se antikomutacione relacije (8.E) zamene sa odgovarajuéim komuta-
cionim relacijama da li vazi rezultat (ii)?

Izracunati (O] 1 (z1)v(22)Y(z3)1(24) 0) .
Pokazati : iyt = [, y#4)] .

Pokazati da je izraz (0] T(¢(2)[¢(y)) |0) jednak 0 za T' = {73, 7v57,}, dok je
za I' = 7,7, jednak —4img,, Ap(y — x).
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8.15 Dirac-ov spinor izrazen preko dvokomponentnih spinora ¢ i y ima oblik

V= (-i;pQX*> '

(i) Pokazati da Majorana spinor ima oblik

Y = <—Z'3'<2X*> ‘

(ii) Dokazati identitete:
Vb = dubar, VY dar = — oY s, Yarvsdur = daysta,

&MV“%@M = QEMVM%%DM, &MO-;LVQSM = —CEMUW@DM .

iii) Izraziti Majorana spinor, 1y, = —=(1 + .) preko kreacionih i anihila-
] V2
cionih operatora Dirac-ovog polja. Uvesti kreacione i anihilacione oper-
atore za Majorana polje i na¢i odgovaraju¢e antikomutacione relacije.

(iv) Izrazitilagranzijan interakcije Dirac-ovog i elektromagnetnog polja preko

Majorana spinora.

8.16 Ispitati kako se operatori ¢ (z)y,¢(z) i ¥(x)y50,4(z) transformisu pri Lo-
rentz-ovim i diskretnim transformacijama.

8.17 Pokazati da je lagranzijan
L = ith(x)7" 0ub(x) +mi(z)d(z) ,

invarijantan na Lorencove transformacije kao i na diskretne transformacije.
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Kanonsko kvantovanje
elektromagnetnog polja

e Lagranzijan elektromagnetnog polja £ = —iFWF‘“’ —j*A,, gde je j, struja
polja materije daje (dinamicke) jednacine kretanja:

9 FH = jv . (9.A)

Na osnovu definicija tenzora jacine polja F), direktno slede (kinematicke)
jednacine:

OuFyp +0,F,, + 0,F,, =0. (9.B)

(9.A-B) su Maxwell-ove jednacine elektrodinamike. Jednacina (9.B) se ¢esto
naziva Bianchi-jev identitet.

e Usled kalibracione simetrije na potencijale se moze nametnuti kalibracioni
uslov. Najcesée koriSéeni kalibracioni uslovi su:

Lorentz —ov 9,A" =0,
Coulomb — ov VA =0 ,

vremenski Ag =0,

aksijalni A3 =0 .

e Operator slobodnog elektromagnetnog polja razvijen po ravnim monohro-
matskim talasima je:




48 Zadaci

gde je wy, = |k|. Od éetiri polarizaciona vektora, ¢ /\(k) samo su dva nezavisna.
U (9.C) pretpostavili smo da su polarizacioni vektori realni. Generalizacija
na slucaj kompleksnih vektora je ocigledna.

Relacije kompletnosti:

3
> aner(k)es(k) = g . (9.D)
Iz ove relacije dobija se
2 KK kB
L(Kk)E (k) " 9.E
Z:: -9 ~ (k-n)? T (9E)

gde je n* = (1,0,0,0).

Kvantizacija u Lorentz-ovoj kalibraciji polazi od istovremenih komutacionih
relacija:

(AL (t, @), 7" (t, 7)) = ig" s (T~ ) .

[AX(t, Z), AV (t, )] = [7"(t,2), 7" (t,9)] =0, (9.F)
gde je m¥ = —A¥. Kreacioni i anihilacini operatori zadovoljavaju:
[ax (k). ay (@] = —ga 8P (k = ) ,
[ax(F), ax ()] = [ (k). ay (@) = 0. (9.G)

Stanja, |®) zadovoljavaju uslov
(+) —
OMAT @) =0.
Ovo je tzv. Gupta-Bleuler-ov metod kvantizacije elektromagnetnog polja.

U Coulomb-ovoj kalibraciji je

. 201 Bk o, o .
Alx) = ax(k)éx(k)e ™ a;ke_' k)er) |
(@) =3 Gy | o (@E®EE +aBa@er) . (01

dok je A® = 0. Istovremene komutacione relacije imaju oblik:
(A, 2), 7 (8, 5)) = —i8 (&~ 5) |

[A'(t, @), A(t,9)] = [7"(t, %), 7' (t,§)] = 0, (9.1
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gleje®=F, a (5@] (Z — ) transverzalna delta funkcija,

N _» 1 iﬁ Z—1 klk
555?](13 — y) = (271-)3 /d?’k:e k(#—7) (5” - EQJ) .

Komutacione relacije izmedu kreacionih i anihilacionih operatora su
- + —
[ax(k), ay ()] = 3w (k =) ,

- N
[ax(k), ax (@)] = [ax(k), ax ()] = 0 . (9.J)
Feynman-ov propagator za elektromagnetno polje je

Dy (z —y) = (0| T(A*(z)A"(y)) |0) .

Polazedi od komutacionih relacija (9.G) pokazati

[A#<t7 f)7 Ay<t’ ?j)] - _iguyé(?)) (f - g) .

Naéi komutator izmedu komponenti potencijala
(A (x), A"(y)] ,

u Lorentz-ovoj odnosno Coulomb-ovoj kalibraciji.

Izracunati komutatore izmedu komponenti jacina polja:
[E(z), B (y)] ,
[B'(x), B (y)] ,
[E'(x), B (y)] -

Pokazati da je [P, A”] = —io"A” .

Odrediti helicitet fotona koji je opisan polarizacionim vektorima €, (ke,) =
2712(0,1,i,0)7 i €_(ke,) = 271/2(0,1, —i,0)7.
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Proizvoljno stanje koje ne sadrzi transverzalne fotone ima oblik
|D) = ZCn |D,,)

gde su C), konstante dok je

@) = [ ki d SRy, F) TLag(R) = a3(R)) 10)

gde su f (El, e En) proizvoljne funkcije.

(i) Pokazati da je <¢>n‘<l>n> = 0np -

(ii) Pokazati da je (®| A(x) |P) cist gejdz.
Date su velicine P* = g* — (kMk" + kVk*) k- k i Pl = (kME" + kY k") [k - k,
gde je k* = (K%, —k).
Izracunati: P*'P,,, PP,y , P + P\”, g"P,, g"P,, P"P’, ako je
k? = 0.

Angularni moment elektromagnetnog polja definisan je sa J' = $eV M gde
su M% odredeni u zadatku 5.16.

(i) Izraziti J preko potencijala elektromagnetnog polja u Coulomb-ovoj
kalibraciji.

(i) Izraziti spinski deo uglovnog momenta preko kreacionih i anihilacionih
operatora ay(k), a\(k) i dijagonalizovati ga.

(iii) Pokazati da su stanja

aﬂ@@zjgm@xmmmm,

svojstvena stanja za operator heliciteta sa svojstvenim vrednostima +1.
(iv) Nadi komutator [J', A™ (i, t)].
Pokazati da je

1T . 02 1

OB (), BY 0 = 5 5" o

gdejexg—yg=7,T—y=r.
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Procesi u najniZzem redu teorije
perturbacije

e Wick-ova teorema je
T(ABC...YZ)=:{ABC...YZ + ”sve kontrakcije” } : (10.A)

U slucaju fermiona potrebno je voditi racuna o antikomutacionim relacijama,
tj. o Cinjenici da se pri svakoj neparnoj permutacija fermi-polja pojavljuje
znak minus.

e S matrica za teoriju u kojoj je H; gustina hamiltonijana interakcije u inter-
akcionoj slici je

S = f::o (=" /.../d4x1...d4xn T(Hi(e) - Hi(xa)) . (10.B)

n!

e Matricni element S matrice ima generalni oblik

Spi= 2m)*W (p; — pi) 1;[ J;/—E 1;[ \/ ‘;nE./\/l : (10.C)

gde su p; odnosno py ukupan inicijalni odnosno finalni impuls, a M Feynman-
ova amplituda prelaza koju odredujemo na osnovu dijagrama. Delta funkcija
ukazuje na zakon odrzanja energije i impulsa u procesu. Takode u izrazu
(10.C) pojavljuju se i normalizacioni faktori koji zavise od toga da li se radi
u bozonima ili fermionima. U ovoj glavi talasnu funkciju ¢emo normalizovati
na zapreminu V' . To dovodi do zamene faktora (27T)% sa v/V. Saneprekidnog
spektra prelazimo na diskretan Sto ima za posledicu prelazak sa Dirac-ove
delta funkcije na Kroneker-ovu deltu.
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e Diferencijalni presek za rasejanje dve cestice u N finalnih cestica je

do — ,
T |Jin| i=1 (27T)3

(10.D)

gde je Jin fluks upadnih cestica:
|th| = Urel/v .

Relativna brzina v, je
Urel = |ﬁl’/E1 5
u laboratorijskom sistemu (Cestica 2 miruje), dok je u sistemu centra masa

odredena sa
B, + Es

E\E,
gde je py impuls cestice 1, a E) 5 energije cestica. U izrazu (10.D) Vd®p/(2n)3
su fazni faktori.

— |

Urel = |p1

e Feynman-ova pravila u kvantnoj elektrodinamici su:

o Verteks:
eyt

o Fotonski i elektronski propagatori:

m

k
D v — — 5
(255 M K2 e

W)= e ST
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o Spoljasnje linije su

_? .
a) fermioni: =u(p,s) pocetni
—
=u(p,s) finalni
P
b) antifermioni: = v(p,s) pocetni
—

= 9(p,s) finalni

= ¢, (k)  pocetni

¢) fotoni:

k
A

= ¢, (k) finalni

o Spinorski faktori se pisu sa desna na levo duz svake fermionske lin-
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ije. Redosled pisanja je bitan jer se radi o matricnom mnozenju odgo-
varajucih faktora.

o Za svaku petlju impulsa k, moramo prointegraliti po tom impulsu:
[d*k/(2m)*. To odgovara kvantno-mehanickom sabiranju amplituda.

o U slucaju fermionske petlje pored prethodnog pravila potrebno je uzeti
trag i pomnoziti dobijeni izraz sa —1.

o Ukoliko se dva dijagrama razlikuju za neparan broj fermionskih izmena
onda se oni moraju razlikovati za relativan znak minus.

10.1 Za proces
A(Ey, 1) + B(Es, p2) — C(EL, ) + D(Ey, ph)

pokazati da je diferencijalni efikasni presek u sistemu centra masa dat sa

do 1 | P | 2
— = mampgmemp|M|*,
<d9>cm w2 1 By e MI

gde je M Feynman-ova amplituda za dati proces. Sve ¢estice u procesu su
fermioni.

10.2 Zadat je integral

d*p d3q

— 215654 ¢— P)§(E, + E, — P°).
2Ep2Eq (p+q )(10+ q )

gde je B2 = p* +m* 1 E} = ¢ + m”. Pokazati da je gornji integral Lorentz

invarijantan. Izracunati ga u sistemu u kome je P = 0.

10.3 Ako je
M =a(p, )y, (1 — vs5)u(q, s)e"

naéi (JM|?) usrednjen po spinskim stanjima fermiona.

10.4 Primenom Wick-ove teoreme izracunati sledeé¢e vakuumske ocekivane vred-
nosti:

(1) (O[T (¢ ()" () [0)
(i) (01 T((2)eb(x)b(y)(y)) | 0) -
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10.5 Lagranzijan interakcije u ¢* teoriji je Lin = —%gf)‘l. Primenom Wick-ove
teoreme odrediti faktore simetrije S dijagrama sa slike.

9, (O,

T Ty

iii) §
‘Tl Ty

Rezultat proveriti primenom formule:

S=g ] 28 (nhyen
n=2,3,..
gde je g broj moguéih permutacija verteksa koje ostavljaju neizmenjenim di-
jagram sa fiksnim spoljasnjim linijama, «a,, broj verteksnih parova povezanih
sa n identicnih linija, dok je 3 broj linija koje spajaju verteks sam sa sobom.

10.6 U okviru ¢ teorije izracunati
1,—iA\2
S(50) [ dnd'ye 01 T(6(@0)o(w2)6" (1) (42)) 0)
10.7 Za QED procese:
(i) ppt —eel,
(ii) emp —e7p®,
koristec¢i Feynman-ove dijagrame, napisati izraze za Feynman-ovu amplitudu,
M. Nadi srednju vrednost kvadrata amplitude (|M]?) usrednjenu po spin-
skim stanjima ulaznih ¢estica i sumiran po spinskim stanjima finalnih ¢estica

u procesu. Na osnovu toga odrediti diferencijalni presek za rasejanje u sis-
temu centra mase u ultrarelativistickom limesu.
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10.8 Odrediti diferencijalni presek za Compton-ovo rasejanje, e~y — e~ u labo-
ratorijskom sistemu reference.

10.9 Naci diferencijalni presek za rasejanje elektrona u spoljasnjem potencijalu
(a,d, k su konstante)

(i) A*(z) = (ae ¥ ,0,0,0),
(i) A*(z) = (0,0,0,%e"x) .
10.10 Nagdi presek u jedinici zapremine za kreiranje elektron-pozitronskog para u

potencijalu '
A = (0,0, ae""0),

gde su w i a konstante.

10.11 Nadi diferencijalni presek za rasejanje elektrona u spoljasnjem potencijalu
A =(0,0,0,ae ™),

u teoriji koja se od kvantne elektrodinamike razlikuje samo po tome sto je
verteks iev, zamenjen sa ey, (1 — 7s).

10.12 Nagdi diferencijalni presek za rasejanje pozitrona na potencijalu
AM = (g/r7 07 O? O)’

gde je g konstanta u teoriji u kojoj je amplituda prelaza data sa

Spi = ie [ d'wty(@)0i(x) A*(x)
10.13 Nagdi presek za rasejanje elektrona sa pozitivnim helicitetom u potencijalu
A" = (a6®)(%),0,0,0),

gde je a konstanta.

10.14 Nadi diferencijalni presek za rasejanje e~ sa mionom "
et —e
u sistemu centra masa ako ulazne cCestice imaju negativan helicitet dok je
spinsko stanje finalnih ¢estica proizvoljno.

10.15 Teorija koja opisuje interakciju skalarnog polja sa fermionskim opisana je
lagranzijanom

1, .o m? 45 - -

Naéi kvadrat srednje vrednosti amplitude prelaza u jedinici vremena i to-
talni presek za rasejanje u sistemu centra masa za rasejanje dva fermiona u
najnizem redu teorije perturbacije.
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10.16 Za Feynman-ove dijagrame, prikazane na slici na¢i Feynman-ove amplitude.

i ST

ATY

@@“ﬁ”
(S STy
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ZADACI 11

Renormalizacija i regularizacija

e Dijagrami viseg reda u teoriji polja su Cesto divergentni. Zbog toga se oni
prvo regularisu. NajceSce se primenjuje dimenziona regularizacija pri kojoj
se umesto u 4 dimenzije integrali racunaju u D = 4 — € dimenzija. Time
se iz datog integrala izdvaja singularan deo, tipa 1/¢®. Pauli-Villars-ova
regularizacija sastoji se u tome da se u teoriju ukljuce dopunska polja. Uzima
se da u polaznom lagranzijanu konstante interakcije i mase Cestica nisu prave,
tj. merljive ve¢ su beskonacne tzv. gole velicine. Renormalizacijom konstanti
interakcije, masa i polja u teoriji se beskonacnosti apsorbuju, tj. od nefizickih,
divergentnih velicina dobijaju se kona¢ne opservabilne veli¢ine.

e Pri dimenzionoj regularizaciji cesto se pojavljuju sledec¢i integrali:

D
/de: ! —i(~1)"n3 C(n—5) !

(k2 +2p -k —m?+ ie)" C(n)  (m2+p2)~ 7
(

11.A)
/de M i(—1)" gPn-3)  »
= —i(—1)"x
(k24 2p -k —m?+ ie)" L(n)  (m2+ p2)”—§ ’
(11.B)
Ktk i(—1)"ms
dPk — po T — =
/ (k2 +2p-k—=m2+ie)"  D(n)(m?+ p?)" % [p b (n 2 )
1 v, 2 2 D
— 59" +m )F(n—;—l)] , (11.0)
kP kv kP i(—1)"nz D
dPk = — P (n — =
/ (k2+2p-k—m2+ie)"  D(n)(m?+p2)" % [ rry (n 2>
1 HY P Hp oV VP I (2 2 D
+ 5 ("D + g+ g (p +m)F(n—§—1ﬂ, (11.D)
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1% (o o n 2
/ A7k e S P (n — Q)
(K +2p-k—m?+ie)"  T(n)(m?+p?)"~ % 2
1 v (o2 vV _ O g _ UV v g vo g vV
- 5(9" p’p” + g"’p"p” + "7 p '’ + g" " + ¢" " + g p"pY)

D 1
« (p2 + mQ)F<n — E — 1) + Z(QW{JW + 9upYvo

D
+ Gua ) (0° + )T (n = 5 —2)] (1LE)
e Za gama funkciju vazi

T(—n+¢) = (_n1!)" (i +v(n+1)+ofe)) (11.F)

gdejene N i
1 1
D=14=-+...4——7.
Y+l =1+o+. .+ =7
Konstanta v = 0,5772 je Euler-Mascheroni-jeva konstanta.

e Opsti izraz za Feynman-ovu parametrizaciju dat je u zadatku 11.1. Sada
¢emo ipak navesti nekoliko najcesce koriséenih izraza:

1 1 1
AB /0 AT —n)BP (11.G)
1 1 1-z 1
aso -~ 2, %), AT (B= A+ (C = AP (1L.H)

11.1 Dokazati (Feynman-ova parametrizacija )

1 1 oy + ..+, — 1)
—(n—1 !/ dry...dz, .
A, e D deden e A

11.2 Dokazati formulu (11.A).
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11.4

11.5

11.6

11.7

11.8
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Regularizovati integral

1_/& ,
k2 k—i—p (k+p)2—m?

Pauli-Villars-ovom regularizacijom.

Za teoriju opisanu lagranzijanom
1 m? g A
= (9,0 = g2 s S
2( h9) 2 ¢ 3!¢ 4!
odrediti sopstvenu energiju skalarne ¢estice i njenu renormalizovanu masu.

Lagranzijan interakcije dva skalarna polja o i m zadat je sa

1 2 A
+ =(0,m)% — ™52~ o — cvor? — 1(02 + 73)?

_1 2
£=350u0) +3 2

gde je v? = 72”—5 Primetite da je polje m bezmaseno. Pokazati da ono ostaje
bezmaseno i nakon urac¢unavanja kvantnih efekata na jednu petlju.

Razmotrimo teoriju interakcije dva skalana polja ¢ i x, ¢iji je lagranzijan

1
QM%?—gfx,

1 1 1
= _(H 2 - ,022 (0 2
5(09)" — om°¢” + 5(9x)
(i) Izracunati sopstvenu energiju x Cestice, II(p?).
(ii) Izracunati Sirinu raspada, y Cestice u dve ¢ Cestice.
(ili) Pokazati da vazi
Im II(M?) = —MT .

Naéi divergentni deo dijagrama sa slike.

Pokazati da se ovaj dijagram ponistava sa dijagramom kod koga se elektron-
ska petlja obilazi u suprotnom smeru.

Polarizacija vakuuma u QED ima oblik

M, (q) = (g — ¢ 9w) ().
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(i) Pokazati da je imaginarni deo ”dielektri¢ne konstante” I1(g?) dat sa

2

e 2m 4m?2 4m?
Im I1(¢?) = — (1 + ——)4/1 — 6(1 —
m () = 5 (1+ 25 1= e = )
(ii) Pokazati da je
o0 ImII(s)

2 2
W) =) =" J _ ds s(s —q* —ie)’

11.9 U skalarnoj elektrodinamici polarizaciji vakuuma, u drugom redu teorije per-
turbacije doprinose dva dijagrama. Dimenzionom regularizacijom pokazati
da je divergentni deo tih dijagrama dat sa

e? 1
mE@“py - p2g/u/)-

11.10 Lagranzijan teorije koja opisuje interakciju skalarnog i fermionskog polja
dat je sa

Lo m* 5 - ;
L= 5(09)" = 50"+ (7.0" — M)y + g .

(i) Nadi izraz za sopstvenu energiju elektrona, 3(p) u najnizem redu teorije
perturbacije i ispitati njegov stepen divergencije.

(ii) Dimenzionom regularizacijom naci divergentni i kona¢ni deo izraza 3(p).
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RESENJA 1

Lorentz-ova 1 Poincare-ova
grupa

1.1 Kvadrat duzine ¢etvorovektora, z je 2? = g,z z”. Kako je 2" = AP xP i
2'? = 2% imamo

Gu NN 227 = gpeala” (1.1-1)

Posto (1.1-1) vazi za proizvoljan vektor z, to je A“ngA”U = gy , Sto se moze

prepisati u obliku

(AT)puguuAVg = Gpo = ATgA =4, (1.1—2)
Sto predstavlja trazeni uslov.

Pokazimo da ove transformacije ¢ine grupu. Ako su A; i Ay Lorentz-ove
transformacije tada je i njihov proizvod, A;As Lorentz-ova transformacija jer
zadovaljava uslov (1.1-2):

(A1A2)"g(A1As) = AT (AT gA) A = Ajgha =g .

Time smo pokazali zatvorenost. Mnozenje matrica je u opsStem slucaju aso-
cijativno, te ta osobina vazi i za Lorentz-ove matrice A. Jedini¢na matrica
I zadovoljava uslov (1.1-2) i ona je jedini¢ni element u grupi. Uzimanjem
determinante izraza (1.1-2) vidi se da je detA = 41, dakle detA # 0,
te postoji A= Iz (1.1-2) inverzni element je A=™' = ¢g~!'ATg, odnosno
(A", = g" A%, s, = A}, u komponentnoj notaciji.

1.2 Za infinitezimalne Lorentz-ove transformacije iz (1.1-2) imamo

(08 + ")) g (05 + w¥,) + o(w?) = G
Gpo + W90 + W0 g ol + o(wW?) = Gpo
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pa je
Wpo T Wop =0 = Wpe = —Wgp .

Kako su parametri w,, antisimetricni, to ih je Sest nezavisnih, pa je Lorentz-
ova grupa Sestoparametarska grupa.

1.3 Zadata relacija je u skladu sa definicijama determinante i totalno antisimetricnog
€ simbola.

1.4 Tz (1.1-2) sledi 67 = 0, A* A7, odakle je 6" = 7. Slicno je i

ptiv s

6;U/pa = AuaAVBApfon-éeaﬁ’ws = det(Ail)Euupo = €uvpo
jer je detA™! = 1 za prave ortohrone Lorentz-ove transformacije. Dakle,
e—simbol je definisan nezavisno od inercijalnog sistema reference. Napome-
nimo da se komponente €,,,, dobijaju pri dejstvu antisimetricnog tenzora e

na bazne vektore ey, .. ., es, ¢cime se dobija €(e,, e,, €,,€,) = €,,,. €—simbol
mozemo zapisati u obliku € = W% A wl Aw? A w3, gde su w* bazne jedan-—
forme.

1.5 Rezultati su

€505 = —05000]5 + (55(5/’8’5(‘5’ + 5;5(’5)(53 — 076505 — 050505 + 050007,
Py = —2(0505 — 0507),

€5 = —0603,

e = —24

1.6 (i) Matrica X je
20— 23—l 4 i2?
X—(_x1_m2 20 4 23 );
pa je detX = (2°)2 — (%)2 = 22. Pri zadatoj transformaciji, X' = SX S,
jasno je da je
detX’ = detSdet XdetS' = detX ,

odakle je 2% = x2.

(i) Mnoze¢i X = z,0* sa 6" i uzimanjem traga dobija se trazena relacija.
Matrice o, zadovoljavaju sledece relacije ortogonalnosti tr[g*o”| = 2g*.
1.7 Iz

1 1
W = Str(eX') = Sa'ti(0Se,8) = M

sledi trazena relacija.
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Proizvoljna Lorentz-ova transformacija unutar komponente povezane sa je-
.. . _ 4 pv . .. . .

dinicom je U(w) = e~ 2Muwe™ "ode su M, generatori. Zbog antisimetricnosti

parametara w,,, postoji Sest nezavisnih Lorentz-ovih transformacija: tri rotacije

i tri busta. Matrica rotacije oko z ose za ugao 03 je

1 0 0 0 0 O 0 O
|0 cosf3 sinf3 O _ 0 0 63 0
AO) =10 _gng, costs 0] Lt 0 —a, 0 0
0 0 0 1 0 O 0 1
Iz poslednjeg izraza vidi se da je wly = —wis = 0. Odgovarajuéi generator
je
00 0 O
. dA(03) . dA(03) .10 0 -1 0
M12 =1 W - = —1 TQS - =1 O 1 0 O (18—1)
3= 3=0
00 0 O
Slicno se dobijaju generatori preostale dve rotacije:
0O 0 0 0 0O 0 0 O
10 0 0 1 .10 0 0 O
M13 =1 0 O 0 0 s M23 =1 0 0 0 _1 (18—2)
0O -1 0 O 0O 01 O

U slucaju rotacija veza parametara w;; i uglova rotacije 6; oko z;—ose je
1

Gi = —ieijkwjk.

Matrica busta duz z—ose je

chp;  —shp; 0 0O 0 —p1 0 O
| —shpy shpy 0 O _ —pp 0 0 0
Mo =1y o 1ol Tl o o 0ol
0 0 0 1 0 0 0 0
gde je W% = —p; = —arc thv;. Odgovarajuéi generator je
01 0 0
dA(p1) dA(¢1) 11 0 0 0
Moy = = = — 1.8-3
" T e |, |00 000 (1.8-3)
0 0 0 O
Slicno preostala dva bust-generatora su
0 0 0 1 0 0 1 0
{0 0 0 0 10 0 0 O
M03 = —1 00 0 0 s M02 = —1 10 0 0 (18—4)
1 0 0 0 0 0 0 0
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Parametri bustova su w,; = —¢; = —arc th (v;), gde je v; brzina kojom se
primovani sistem kre¢e u odnosu na neprimovani duz z;— te ose.

1.10 Zakon mnozenja u grupi je

(A1, a1)(Ag, a2) = (AjAg, Ayas + ay) -

Jedini¢ni element je (I,0), a inverzni (A,a)™' = (A~ —A7ta)

1.11 (i)

(i)

Zadata relacija vazi u definicionoj reprezentaciji Poincare-ove grupe, pa
vazi i u proizvoljnoj reprezentaciji. Iz nje imamo
U (A,0)(1 +ie"P,)U(A,0) =1 +i(A™H)" e"P, . (1.11-1)
Iz (1.11-1) je
U~'(A,0)B,U(A,0) = (A1), P, . (1.11-2)

Izraz (1.11-2) pokazuje da se pri Lorentz-ovim transformacijama gener-
atori translacija, P, transformisu kao komponente cetvorovektora. Ako
sada u (1.11-2) stavimo U(w,0) = e 2Mw™ =1 — LM, w" + o(w?)
dobijamo

i o} Z loa (e «
(1+ §Mpowp VP, (1 — §Mpgw” ) = (6, —w)Pa (1.11-3)
odnosno
WP (Mpo P, — P,M,ys) = —w’ (940 Py — gupPs) - (1.11-4)

Na desnoj strani jednacine (1.11-4) izvrsili smo antisimetrizaciju po in-
deksima p i o, da bismo skratili parametre w. Tako dolazimo do komu-

tatora
[Mpm P,LL] = Z'(g;pr - gyppg) . (1.11—5)

Iz zadate relacije proizilazi

U (A, 0)M,,U(A,0) = (A1) (A7) M, . (1.11-6)

p

Uze¢emo da je transformacija A infinitezimalna, tj. A¥, = 08 + w*,.
Zamenom u (1.11-6) dolazimo do

1 v
Nz Mpa] = -wh (gauMpV - gpl/M,uU - gUVMp,u + gp,uMVa) )

i
2o M
Tl 2

odnosno

[MMW MPU] - i(gauMVp + gpuMucr - gpuMya - goyMup) . (1.11-7>
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(iii) Lako se pokazuje da je
[P,.P,]=0. (1.11-8)
Relacije (1.11-5), (1.11-7) i (1.11-8) su komutacione relacije Poincare-
ove algebre.

1.12 U datoj reprezentaciji generator rotacije oko z—ose je

00 0 00
00 -1 0 0
Myo=4]0 1 0 0 0
0O 0 0 00
00 0 00

Preostalih pet generatora Lorentz-ove grupe se lako dobijaju iz zadatka 1.8.
Generator vremenske translacije je

0 0 0 0 1
0 00 0O
To=—i{0 0 0 0 O
00 0 0 0
00 0 0 0

Preostala tri translaciona generatora se nalaze slicno. Ostavljamo vam za
samostalnu vezbu da proverite da ovi generatori zadovoljavaju komutacione
relacije Poincare-ove algebre, (1.11-5), (1.11-7) i (1.11-8).
1.13 (i) W,P* = f€upcM"P P = 0, jer se radi o proizvodu simetriénog i
antisimetri¢nog tenzora. Iz istog razloga je i [W,, P,] = 0.
(ii) Primenom zadatka 1.11 imamo
1

w2 = Zeu,,pgeﬂaﬁvJ\MPUMWPV
1
= Curpre M (MapP? — 65 Py + 07 P5 ) P,
1
= Zew,e“aﬁw\ﬂﬂz\@gPUP7 : (1.13-1)
Kontrakcija dva e—simbola u (1.13-1) nadena je u zadatku 1.5 pa je
1 « (0% (0% « (0% (6
w? = —1(@5553 + 555350 + 535p5§ — 55(2,53 — 51,5355 — 535550)
MY M,z P° P,

1
= = (MM, P — MM, PP, + MM, P7F,

+ M"M,,P°P, — M""M,,P’P,)

1
= = MY M,,P*> + M""M,,P°P, . (1.13-2)
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(iii) Primenom (ii) dela ovog zadatka imamo

1
(W2, M,,] = —§[M””MWP2, Mo+ [Muo MY PP, M,,] . (1.13-3)

Prvi komutator u (1.13-3) obelezi¢emo sa A a drugi sa B. Razvijajudi
komutator A i koriste¢i (1.11-7) dobija se A = 0. Komutator B je
B = MuaMya (PM[Pm Mpa] + [PM’ Mpo]Py)
+M,o[M", M,,|P*P, + [M#a, M,,|M"*P*P, . (1.13-4)

Primenom (1.11-5) i (1.11-7) dobija se B = 0. Dakle, [W?, M,,] = 0.
1.14 Primenom zadatka 1.13 (ii) i P*|p*,s, o) = pH|p", s, o) dobija se

1 ,
W2 |p=0,m,s,0) = —m? <2M“”MW — MOZ-MOZ) Ip=0,m,s,0)
1 .
= —§]\L~]»M”m2 |p=0,m,s,0)
= —m2 ((M12)2 + <M13)2 + (M23)2) ’ﬁ: O,m, S, O'>
= —mQﬁ\ﬁ:O,m, S, 0)
= —m*s(s+1)[p=0,m,s,0) ,

jer su J; = %eijijk komponente angularnog momenta.

1.15 (i) W, se pri Lorentz-ovom transformacijama transformise kao vektor pa
je
U N (MWLUA) = AW, . (1.15-1)

Iz (1.15-1) imamo

?

Q[M

v v 1 v
[z WO’]WM = w gauWu = i(ga,uWV - gm/Wu)wu )

odakle se dobija trazena relacija.
(ii) Primenom prvog dela ovog zadatka i definicije vektora Pauli-Lubanski-

og imamo

1 (07
[WmWV] = §Euaﬁ'y[M 6PV7WV]

1
SCuan (MCIPY, W]+ [M, W,]P7)

= t€pay WP .
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(i) Na osnovu zadatka 1.15 (i) dobija se
(W, M?] = =2i(W* Mg, + Mo, W) .

(ii) [My, WHW?Y] = 0. Pazite 6! = 4.

(iii) Primenom (1.11-5) dobija se [M?, P,] = 2i(P“M,,, + M,, P®) . Primeti-
te slicnost dobijenog rezultata i rezultata (i). To je posledica vektorske
prirode ova dva vektora.

(iv) 0.

Zahtev da transformacija A*, = 0*, + wt ostavlja invarijantnim standardni
impuls, u sluéaju m? > 0, daje

0 wo1 wWo2 wWo3 m 0
wo1 0 —Wi12 —W13 0 . 0
Wo2 W12 0 —W23 0 - 0 ’
Wo3 W13 Wa3 0 0 0

odakle se dobija wp; = wpe = woz = 0, w;; # 0. Generatori koji odgovaraju
ovim parametrima su M2, M i M?3. To su generatori rotacione podgrupe
Lorentz-ove grupe. Dakle u slu¢aju masenih Cestica mala grupa je SO(3)
grupa. Mala grupa kvantno mehanicke Lorentz-ove grupe, tj. SL(2, C) grupe,
je SO(3) = SU(2).

U slucaju bezmasenih cestica, analogno imamo

0 wWo1 Wo2 wWo3 k 0
wo1 0 —W12 —W13 0 o 0
Wo2 W12 0 —Wa3 0 - 0 ’
Wo3 W13 W23 0 k 0

odakle je wpz = 0, w1 = w3, We2 = weg dok je parametar wiy proizvoljan. On
odgovara rotaciji oko z—ose. Odgovarajuci generator je Mis. Zbog navedenih
veza izmedu parametara imamo jo§ dva nezavisna generatora MY + M i
— (M 4 M?3). Ako primetimo da je Wy = (M + M?3)k , Wy = —(M" +
M)k kao i Wy = —M "k, onda iz zadatka 1.15 (ii) imamo

[Wla WZ] = 07 [WO/ka Wl] = _iW27 [WO/ka WQ] = ZI/I/l .
Ovo su komutacione relacije E(2) algebre. Dakle, mala grupa u slucaju bez-
masenih Cestica je euklidska grupa, E(2) u dve dimenzije.

Lako se pokazuje da Poincare-ove transformacije zajedno sa dilatacijama i
SKT ¢ine grupu. Ova grupa se naziva konformnom grupom simetrije, C'(1, 3).
U proizvoljnoj reprezentaciji proizvoljan grupni element je

(Pt —LM, w0t pDte KH
U(u),e,p,c)—e(“e 2 Mpuv P iz )7
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gde, pored generatora Poincare-ove grupe, imamo i generator dilatacija,
D i cetiri generatora SKT, K,. Konformna grupa je petnaestoparametar-
ska grupa. Komutacione relacije se nalaze na osnovu zakona mnozenja u
grupi. Sa (A, a,p,c) oznaéi¢emo proizvoljan element grupe u tzv. defini-
cionoj reprezentaciji. Ako podemo od

(A™1,0,0,0)(1,0,0,c)(A,0,0,0) = (1,0,0, A '¢)
za infinitezimalne SK'T dobi¢emo
UM E,U(A) = (A7) K,
odakle za infinitezimalne Lorentz-ove transformacije sledi
(M, K, = 1(9,K, — g.,K,). (1.18-1)

Pokazite zatim da je U~Y(A,0,0,0)U(1,0,p,0)U(A,0,0,0) = U(I,0,p,0) ,
kao i da odavde sledi

[M,,, D] =0. (1.18-2)

Polazeéi od

(1,0,p,0)7%(1,0,0,¢)(I,0,p,0)x* = (I,0,p,0)"(1,0,0,c)e’z"
ePrh + ctex?
1+ 2(c- x)er + c?e?ra?
T + ctelr?
1+ 2(c-x)er + 2e?rx?
= (1,0,0,efc)at |

= (1,0,p,0)7"

dobija se ' ‘
e PP (1 + iK“cu)eZpD =1+iK"e’c, ,

za infinitezimalno male parametre SKT, ¢,. Iz poslednje relacije sledi
e~ PP hetPtD — P 1

Ova relacija pokazuje kako se generatori SKT transformisu pri dilatacijama.
Ako dalje uzmemo da su dilatacije infinitezimalno male dobijamo

D, K"] = ik*" . (1.18-3)

Preostale komutacione relacije dobijaju se slicno, te ¢emo navesti samo rezul-
tate:

|P,, D] =iP, (1.18-4)
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(D, D] =0, (1.18-5)
K., K,] =0, (1.18-6)
[PM> Kl/] = _Qi(g,uuD - Muy)' (118—7)

Relacije (1.18-1)—(1.18-7) zajedno sa (1.11-5), (1.11-7) i (1.11-8) su komuta-
cione relacije konformne grupe.
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RESENJA 2

Klein-Gordon-ova jednacina

2.1 Partikularno resenje jednacine
(O+m2)o(z) =0 . (2.1-1)
trazi¢emo u obliku ravnog talasa,

otk _ e—iEtHiZf, (2.1-2)

gdesu F'i k vrednosti energije i impulsa ravnog talasa, respektivno. Posled-
nje se vidi iz zgte the — Be~h { —iVe ™ = ke~ Smenom (2.1-2) u
(2.1-1) dobijamo k% = m? tj. E = +\/k®+m? = 4w, Dakle, ravan ta-
las (2.1-2) jeste partikularno resenje Klein-Gordon-ove jednacine ako vazi
prethodna relacija. Za fiksnu vrednost impulsa k postoje dva linearno neza-
—iwpt+ikF |

visna ravna talasa e etiwnt+ikT Opste resenje jednacine (2.1-1) je

1 d*k
Pe) = (2m)2 J V2w
gde su a(k) i bT(k’) koeficijenti. U drugom sabirku u (2.1-3) napravi¢emo
smenu k — —Fk, posle koje (2.1-3) prelazi u
1 d*k
¢(I) - (271')3/2 /_ka
gde je k = (wy, k).

< (E)e_i(wkt_gf) +bf(_E)ei(wkt+E£)> ’ (2‘1_3)

(a(k)e ™ + bf (k)e™) | (2.1-4)

2.2 Koristeci (2.1-4) imamo

, Brd3kd K 1) o e
©= 12(2q7r)3/ \x/m (e B+ b(R)e k>

( zwk/a(/g) “RT G /bT etk x) ( e~k 4 pi( /;’)eikx)
(iwwal (F)e™™ — iwpb(k')e ™ )] . (2.2-1)
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Integracijom po @ u (2.2-1), dobijamo

Q=14 / EREH [ (—al (R)a(R)e' 5O (E - 1)

Wk

+al (B)bT (K)e! st 5®) (k + K'Y — b(k)a(k' e s t5®) (k + k)
(R )e " 53 (f — )+ cc ) (2.2-2)

gde c.c oznac¢ava kompleksnu konjugaciju. Ako u (2.2-2) izvrsimo integraciju
po k" dolazimo do

Q= %/d?)k (af (F)a(k) + a(k)a' (k) — b (K)b(k) — b(R)b(F)) . (2.2-3)

U (2.2-3) smo vodili ra¢una o redosledu pisanja koeficijenata. U okviru ove
glave to nije neophodno, jer koeficijenti su zapravo kompleksni brojevi, pa je
adjungovanje kompleksno konjugovanje. Ovakav zapis ¢e nam biti potreban
u 6. glavi ove zbirke, gde ¢e a(k) i b'(K) biti operatori.

Postupak je slican kao u prethodnom zadatku. Integracija po & daje
dPkd3k’

1 L . | L
== m (alk)a(k') (wrwn + KK — m2)e’l(“”“+w’“’)t5(3)(k + k)

—a(k)a' (K (wpwi + kK +m?)e M w5k — k)
—al (R)a (') (wiw + K +m?)e )5 (f — 1)) (2.3-1)
Nakon integracije po Kz koriséenje disperzione relacije, k2 +m? = w?
dolazimo do
/ Pk, (o' (F)a(k) + a(F)al (7)) . (2.3-2)

Sliénim postupkom kao u prethodna dva zadatka dobijamo

-,

P= / Brkat (B)a(F) .
Divergencija zadate struje je d,j* = —i(0,00"¢* + ¢0¢* — 0,00"¢* 4+ ¢*T ).
Polja ¢ i ¢* zadovoljavaju jednacine kretanja, iz ¢ega sledi da je 9,j* = 0.
Kao u prethodnom zadatku imamo

Dui" = 1(0,60"¢" + $0¢" — 9,60"¢° — $"09)
~2e($AMD, 6 + 66", A" + ¢ A, 0). (2.6-1)
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Jednacine kretanja su

O+ ie(9, A" + 2410, + ieA,A") + m?| ¢"(z) = 0, (2.6-2)

[0 — ie(0u A" + 2410, — ieA,A") +m?| $(x) =0 . (2.6-3)

Oduzimanjem jednacine (2.6-2) pomnozZene sa ¢ i jednaé¢ine (2.6-3) pomno-
zene sa ¢* uz (2.6-1), dobijamo 9,j* = 0.

Jednacina skalarne cestice u elektromagnetnom polju je
(8, — ieA,) (0" — ieA") +m?| ¢(x) =0 . (2.7-1)

U oblasti 7 > a (2.7-1) postaje

th — zer> (gt — zer> — A+ mQ] ¢(x)=0. (2.7-2)
Ako u (2.7-2) stavimo ¢(z) = e *F*F() dobijamo

[—(E+eUp)? = A+m?| F(7) = 0. (2.7-3)

Razdvajanjem promenljivih u talasnoj funkciji, F' = fg,’“)Q(G,gp) iz, (2.7-3)
dobijamo

2
ZTZ + (B +elh)? —=m?| f = —l(l; 1)f : (2.7-4)
L 9. ,0Q 1 9°Q
sin 6 06 (Smeag> T 20 902 =1+ 1)Q . (2.7-5)

Partikularna resenja jednacine (2.7-5) su sferni harmonici Yj,,,. U slucaju
[ = 0, odgovarajuci sferni harmonik Yj je konstanta. ReSenje jednacine
(2.7-4) je

f=Ae " + Be"", (2.7-6)

gde je

K> = —[(E+elUp)* —m? >0 . (2.7-7)
Konstanta B je jednaka 0, jer bi u suprotnom talasna funkcija divergirala u
r =o0. U oblasti r < a (U = 0) resenje je

f = Csin(kr) + D cos(kr) , (2.7-8)

gde je k* = E? —m? > 0. Da talasna funkcija ne bi divergirala u r = 0
potrebno je da je D = 0. Talasna funkcija je dakle
sin kr

P =C——, (2.7-9)
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¢ = AS . (2.7-10)

Uslovi neprekidnosti funkcije i njenog prvog izvoda daju
Csin(ka) — Ae™"* =0, (2.7-11)
Ckcos(ka) + kAe ™™ =0 . (2.7-12)

Uslov postojanja netrivijalnog resenja sistema (2.7-11 - 2.7-12) daje trans-
cendentnu jednacinu koja odreduje spektar energije

tg(ka) = _k : (2.7-13)

K

Talasna jednacina ima oblik

5 8 2
— — | =— +1ieB - =0. 2.8-1
{81&2 <8x + e y) 0~ 922 +m?| ¢(z) =0 (2.8-1)
Kako x i z komponente operatora impulsa, p, = zf)— odnosno p, = i%

komutiraju sa hamiltonijanom, to resenje jednacine (2.8-1) trazimo u obliku
¢ = e PRk g y) (2.8-2)

Iz (2.8-1) i (2.8-2) imamo

(40— O —eBy? B ==l =0 (289

Nakon smene { = k, — eBy, izraz (2.8-3) se svodi na jednac¢inu linearnog

oscilatora ¢iji je spektar dobro poznat. Tako dolazimo do

E,=\/m?+k2+ 20+ 1)eB, n=012,....
U oblasti z > 0 (oblast I7) jednacina je

.0
O - U3 - 2@6U0§

+ m2] p(z) =0 . (2.9-1)

Zamenom ¢ = e~ F1T4= y (2.9-1), dobija se ¢ = \/(E +elp)? — m?, pa je

Qb[[ — CefiEt+iqz 7 (29_2>
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gde smo iz fizickih razloga izostavili reflektovani talas. U oblasti z < 0 (oblast
I) talasna funkcija je

¢I _ AefiEt+ipz + BefiEtfipz 7 (29_3)

gde je p = v/ E? — m?. Prvi sabirak u (2.9-3) je upadni, dok je drugi reflek-
tovani talas. Iz grani¢nih uslova sledi

1 q 1 q
A=—-(1+=-)C, B==-(|1—-=|C. 2.9-4
2 ( ' p) ’ 2 ( p) 2
Izraz za struju dat je u zadatku 2.5. Koeficijent refleksije je
R = |B|2 . b—q ?
= =5 =
AP [p+a

dok je koeficijent transmisije T'=1 — R.

2.10 Klein-Gordon-ova jednacina za cesticu u Coulomb-ovom potencijalu je

d(x) =0 . (2.10-1)

11d l(l+1)—Zze4R_ZezE _EQ—mQR
2mr? mr  2m '

Ova jednacina analogna je sa radijalnom jednac¢inom vodoniku sli¢nog atoma.
Poredenjem dobijaju se svojstvene energije

724
2% + (n, + 1+ [+ 17 — 22¢)

Enr,l =m |[1—

U nerelativistickom limesu imamo

mZ32e* _23€6m< 1 3>

E,—m=—

5 -

2n n3\2l+1 8n

2.11 U oba slucaja potrebno je krenuti od Klein-Gordon-ove jednacine u nepri-
movanom sistemu reference i izvrsiti odgovarajucu transformaciju.

: i e 0 90 _,0 90 _ 098 0 _ 0 9 _ 0
(i) quo se vidi d‘a je 5 = o7 Vas, B = w0 oy g b 0 pa u
primovanom sistemu Klein-Gordon-ova jednacina ima oblik

0 o\ & 0 o
[(&’_vﬁz’> _8x/2_8y’2_8z’2+m2 $@)=0.
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80
(ii) Pri Lorentz-ovim transformacijama Klein-Gordonova jednacina trans-

formise se kovarijantno.
2.12 Klein-Gordon-ova jednacina u Schrodinger-ovoj formi je
7 (0=1(3)
X X/’

>:

"ot

1 0)]

gde je hamiltonijan dat sa
A < 1 1 ) +m<
0 -1

H:me -1 -1
2.13 Svojstvena jednakost, Hp = E¢ u impulsnoj reprezentaciji ima oblik
bl P2
o O am (%>:E(%>. (2.13-1)
- = —m /) \Xo Xo
Svojstvene vrednosti su E = fw, = *£/p?*+m? Za E = w, iz druge
jednacine sistema (2.13-1) imamo
= P
Op =~ ———b . 2.13-2
4m2"° ( )

2m
X0 = —= 0
T+ m A4 /P2 +m?

Iz (2.13-2) vidimo da je za pozitivno frekventna resenja xo < o, zbog Cega se

X naziva malom komponentom. Zamenom (2.13-2) u prvu jednacinu sistema
- 1

p—1’>0, (2.13-3)

(2.13-1) dobijamo
TO, =
0 <2m 8m?

8m?2"

gde je T = E —m kineticka energija ¢estice. Iz jednacina (2.13-3) vidimo da
v4

je prva relativisticka popravka hamiltonijana —

2.14 Operator brzine je
e 2T (11
op m\-1 -1
—

Svojstvene vrednosti operatora brzine su nule.
2.15 Pokazati da je (¢, Hy) = (HyT,v). Ocekivana vrednost je ()



RESENJA 3

v-matrice

3.1 (i) Pokazati da je izraz tacan u Dirac-ovoj reprezentaciji gama matrica, a
zatim preci unitarnom transformacijom na proizvoljnu reprezentaciju.

(ii) Neposrednim adjungovanjem se dobija

1

W)
i
=520 % = %) 0
= 7000,
gde smo iskoristili prethodni deo ovog zadatka.

(iii) Sliéno kao i u prethodnom delu zadatka je:

(s7)" = A
= 77"
_ A0 0
= YV
3.2 (i) Adjungovanjem 75 matrice dobija se
% = inddig
= 17073707072707%07170Y07%0 0
= 17073727
= —10MNY273 =5
Osobina v; ' = 75 lako se pokazuje koristeéi 7o' = v iy, ' = —7 = 7"
Poslednje sledi iz antikomutacionih relacija {,,7"} = 26}, .

(ii) Primenom definicije e— simbola imamo

) 1 .
BV a PO 0.1.2.3 0.1.3.2 3.2.1.0
_56;11/,007 YT = )

PTL LAt e ke e e e e P e e e e

= 7Y =
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3.3 (i) Proverava se neposredno po komponentama.
(ii) Pokazuje se neposrednim racunom
l

[Uum '75] = 92 [7}171/ — NV ’75]

1
s 5(7“{7]/775} - {7”775},}/V - ’YV{’YM’,}%} + {/7/11775}7V> = O

3.5 (i) Trazeni identitet direktno sledi iz {7,,7"} = 2y,/* = 20/ = 8.
(i) 777" = (29 — WYV = 2% — 4y = =27

(iil) 77077 = 2%ua = 1Y)V 7 = 27770 + 27a7” = 465, gde smo u
poslednjem koraku iskoristili (ii) deo ovog zadatka.

(iv) Prvo prokomutirati matrice v, i v* a zatim iskoristiti (iii) deo ovog
zadatka.

(v) Primenjujuéi definiciju o, —matrica imamo

v 1 v 12 12 v
0ot = —1(7’”7 YYo= YV %Y = YV VY F VANV

Ako sada iskoristimo (i) 1 (ii) deo ovog zadatka dolazimo do o, 0" = 12.
(vi) Koristiti zadatak 3.3 (i) i (ii) deo ovog zadatka.
(vii) Izrac¢unajmo

(07 1 (0% (07
0ap7u0™ = =2 (77 %% — 71 N80

=Y a8 + VYV Va)
1
= =5 (4078 = 4y — 4y + 49,07”) = 0.

(viii) Sli¢no kao u prethodnom delu zadatka imamo

(87 v /L (07 v (07 v
P g, = -3 VPV Yav8 — YV Y V5 Ve
— YV Y Ya¥s + VYV A VY — VPV Yo Vs
YA e + VY A VY = VPV Y YY)

1
= —g(=87"7" — 164" + 8v"y"
+16g"" — 169" — 87" + 87"7")
= =2i(y"y" —"") = —do™.
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(ix) Koristiti (vii) deo ovog zadatka.
(x) Ovde je

v 1 12 12
O Y50t = —1(%%%7"7 — Y5y Y

%Y+ W)
1
= — (8- 1616 - 8) = 1295,
3.6 (i) Primenom 3.3 (i) i osobinom da matrice pod tragom mogu cikli¢no da
se rotiraju, tj. tr(A;As...A,) = tr(AzA;s...A, A;) sledi
tr(v.) = (%757%)
= —tr(y5775)

—tr(37,)
= —tr(’}/u) )

odakle sledi da je tr(vy,) = 0.
(i) Uzimajuéi trag od {7v,,7.} = 2¢,, dobija se trazeni rezultat.

(iii) Koriste¢i osnovne antikomutacione relacije (3.A) imamo

(Y Ye) =t [(29m — %) V070l
= 20utr(Vp Vo) — tr[7 (2900 — Vp V) Vo]
= 20utt(VpYo) = 29uott (VYo ) + 2Gu0tr(17p)
— (%Yo V) -
Ako sada iskoristimo rezultat iz prethodnog dela ovog zadatka, i ¢inje-
nicu da je tr(v,%7,7%) = tr(767,7,7,) dobitemo trazeni rezultat.
(iv) trys = tr(v570%) = —tr(Y075%), gde smo iskoristili identitet iz 3.3 (i).
Koristeci invarijantnost traga na ciklicnu izmenu matrica imamo
trys = —tr(707075) = —trs,

odakle je trys = 0.

(v) tr(v57u7%7,70) je antisimetrican tenzor po indeksima p, v, p, o. Kon-
stanta proporcionalnosti se odreduje ako npr. uzmemo py = 0, v =
1, p=2, 0 =3.

(vi) Ubaci¢emo pogodno izabranu jedinicu
tr(dy .. flont1) = tr(vs7sd - fl2ns)

= (=1)*"r(ysdy - - - dong1s)
= —tr(ys5ys5d1 - - dhony)
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= —tr(ﬁl...¢i2n+1) )

odakle sledi trazeni rezultat.

(vil) tr(dy - dop) = tr(Ct C1C - - - C71Cty,,C71) | gde je C' matrica konju-
gacije naboja, definisana sa Cy,C~' = —!. Dalje je tr(gd - - - fon) =
(—1)2Mtr(d] - f3,) = tr(dhon -~ d).

3.7

_l’_
—~

<
=

S
N
-

3.8 4 {puqy — (p : q)gﬂu + yonm + ieayﬁupaqﬁ - ng,uu}
3.9 —2p — 2v5p — 4m — dmry;

3.10 Razvojem eksonencijalne funkcije u red imamo

1 1
e =1+ (sf) + 5 (s) + 5 (sd)* - (3.10-1)
Sa druge strane je (ys5¢)% = —a?, (y5¢)® = —a®(ys¢), . . . Sto smenom u (3.10-
1) daje
] a> a a®  a
et = (1- TR )+ (75¢i)(1—g+§—"')

= cos(\/?) + sin(\/?)%ﬁa

1
Va2
gde je a* = a,at.
3.11 Da je proizvod bilo koje dve I' matrice ponovo I" matrica (do na +1,+1)
proverava se direktno. Npr. y500; = —1093.

Sada ¢emo pokazati linearnu nezavisnost I' matrica. Ako izraz Y, c,J* =0
pomnozimo sa matricom I', = (I'*)~! dobi¢emo

LT+ ¢ 1Ty, = 0.
ab
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Na osnovu leme o preuredenju poslednji izraz prelazi u
el + Z nabccarc =0,
a#b
gde je nwe = *1,+i. Koriste¢i ponovo lemu o preuredenju imamo da je

I, # I. Uzimanjem traga prethodnog izraza imamo ¢, = 0 (Vb), Sto znaci da
je skup matrica linearno nezavisan.

Ako izraz A =Y, c,I'* pomnozimo sa desne strane matricom I', i izdvojimo
b—ti ¢lan u sumi dobi¢emo

AFb = CbeFb —+ Z CaFan =+ Z canachC.
a#b a#b
Uzimanjem traga poslednje relacije uz primenu

. 0, T@#£T
a) = {3 77

dobija se trazena relacija.

Koeficijenti u razvoju zadatih proizvoda po potpunom skupu I' matrica
racunaju se po formuli iz prethodnog zadatka:

(1) %% = (Gwpe = GuoGov + Guo 9o )V + €op 1577

(i) V7% = G5 + 360,008
(i) oY ¥5 = €ampY™ = 1Gwp V5V + 19075V -
Na osnovu zadatka 3.13 (i) dobija se {7, 0u,} = 2€0py7° 7" -
Primenom 3.13 (i) dati trag se transformise u

(VYo V0 875) = (GuwGps = GupGvs + Gusdm )t (7 Yo Va875)
+ i€suptt (VY00 ) -
Primenom 3.6 (iii) i (v) dobijamo
(VYo Ve Va¥8Y5) = 4 —Guv€poap T Guovoas
— Gp€uocap t Jap€ouvp — JoBCoavp T Joa€puvp) -

Trazeni izraz pokazuje se primenom zadatka 3.13 (ii).

Primenom [AB, C] = A{B,C}—{A, C}B i antikomutacionih relacija izmedu
7, matrica dobija se

[PY,u’YVa ’Yp’)/a] = 291/;27“70 - 291/07;17,0 - 29u07p7u + 29up7¢77y )
odakle je
[O-p,zu Jpa] = 2i(gl/p0-,u,a + 9uoOvp — GupOve — gvao-p,p) .

Operatori %O'/W su generatori Poincare-ove grupe u spinorskoj reprezentaciji.
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Neka je M matrica koja komutira sa svim 7, matricama. Na osnovu zadatka
3.11 imamo (I'® # 1)
M ="+ ¢, . (3.18-1)
a#b
MnoZeéi (3.18-1) matricom I'? sa leva, odnosno I'y sa desna, koja antikomu-
tira sa I’ (takva uvek postoji jer je I'” # I) dobijamo

LMD = —¢, 1% + 3 e, . (3.18-2)
a#b
Posto matrica M komutira sa 7, a samim tim i sa svim I'* matricama sledi
M= -+ e, . (3.18-3)
a#b

Ako sada (3.18-1) i (3.18-3) pomnozimo sa I'y i uzmemo trag dobijenih izraza
dobija se da je ¢, = 0. Dakle, svi koeficijenti u razvoju (3.18-1) su nula osim
koeficijenta ispred jedini¢ne matrice.

Primenom Baker-Hausdorff-ove formule

BAeB = A+ (B A + 21 (B,[B, Al +
Imamo
UaU" = a + 261 — 2(Ad)i — —ﬂn e (3.19-1)
jer je [Ban, o] = n?(B{a?, a} {B,a'}a?) = 28n' itd.
Sa druge strane je (3an)? = —1, (Ban)? = —(Ban), (Ban)* =1,... pa je
& + (U2 — I)(@R)7 = & + 267 — 2(a)i — ;ﬁﬁ 4. (3.19-2)

Jasno je da su izrazi (3.19-1) i (3.19-2) jednaki, ¢ime je dokaz zavrSen.

Da bi se dokazalo da se radi o skupu 7, matrica potrebno je pokazati da one
zadovoljavaju algebru {v,, 7.} = 2g,., $to je jednostavno. Veza sa Dirac-

ovom reprezentacijom V;P je data preko matrice S
7S = S . (3.20-1)

Ako uzmemo S = (CCL 2) , gde su a, b, ¢, d kvadratne matrice formata 2 x 2,
iz (3.20-1) dobijamo

¢ d a —b olc  o'd —ba" ac’
<a b>:<0 —d>7 <_0.ia _gib>:<_dgi CO‘i>' (3.20-2)
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Resenje (3.20-2) je a = —b = ¢ = d = 1. Jedno reSenje za matricu S je

1 /1 -1
s=7( 1)
Matrice o, su
Ooi = —1 ( OO OZ> R Oij = €ijk (O(—) Ok;) y (320_3)

dok je
. I 0
V5 = 10717273 = (0 _I) - (3.20-4)
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RESENJA 4

Dirac-ova jednacina

4.1 Kako je Hp = (Yﬁ—i— fm to je:

(i) [Hp,p'] =
(ii) [Hp, L'] = 6”’“[ap+ﬁm 2Ipt] = etal[p!, 2l]p* = —ie™alpt = i(p'x )",
(ili) [Hp, L?] = —ieiikad (I'p* + pkli) # 0,
(iv) [Hp, S| = —i[Hp, €% aiak] = —ieiFpFal
(v) Na osnovu rezultata (ii) i (iv) ovaj komutator je jednak nuli,
(vi) [Hp,J?] =0,
(vii) Na osnovu (iv) imamo [Hp, 5p] = —iz=ed*piakpi = 0,

BT
(viii) Ovaj komutator je razli¢it od nule sem ako vektori 7 i p'nisu kolinearni.

4.2 Resenje Dirac-ove jednacine
(iv*0, —m)Y(x) =0, (4.2-1)
trazicemo u obliku ravnih talasa,
_ 90) —ipT
= e . 4.2-2
v= (% (422
Smenom (4.2-2) u (4.2-1) (u Dirac-ovoj reprezentaciji v matrica) imamo
E—m - 7 -
(Ca" —eZa)(3) =0 423)
gde su F i p energija i impuls Cestice, respektivno. Da bi homogen sistem

jednacina (4.2-3) imao netrivijalna resenja potrebno je (a i dovoljno) da mu je
determinanta jednaka nuli. To nas vodi ka uslovu £ = £/p? + m? = £E,, iz
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koga vidimo da kao i u sluc¢aju Klein-Gordon-ove jednacine postoje pozitivno
i negativno frekventna resenja.
Za pozitivno frekventna resenja, £ = E,, sistem (4.2-3) se svodi na

- (4.2-4)
opp — (Ep+m)x = 0,
odakle je
op
= ) 4.2-5
X E,+ m? ( )
Dakle,
2 Y
u(E,, :< >: &5 , 4.2-6
#n=(2) = (Lo, ) (126)
gde je ¢ neodredeno. U slucaju negativno frekventnih reSenja, £ = —E,,

reSenje sistema (4.2-3) je

w(—E,, ) = (i) - (‘E‘me) . (4.2-7)

Ako sada definisemo v(p) = u(—E,, —p) i u(p) = u(E,, p), linearno nezavisna
resenja jednacine (4.2-1), za fiksno p, su

u(P)e™™",  vu(p)e™”,

gde je p* = (E,, p). Primetite da smo u slu¢aju negativno frekventnih resenja
promenili znak impulsu p. Linearno nezavisna resenja data gore odgovaraju
Cestici energije E, i impulsa p’ odnosno —FE, i —p. Da bismo odredili pre-
ostale stepene slobode ¢ odnosno y u bispinorima w i v potrebno je da
nademo opservablu koja komutira sa Dirac-ovim hamiltonijanom. Opera-
tor heliciteta, %f}ﬁ, gde je p = p/|p], je takav operator (zadatak 4.1 (vii)). Iz
svojstvene jednacine pp = +¢ i analogne relacije za x dobijamo

1 D3 + 1 1 —P1 +ip
o= (DT ) e —— (DT a2
2(1 + p3) p1 T P2 2(1+ ps) p3

i sliécno za x, (r = 1,2). Ako se specijalno izabere da je p'= pé, tada bazni

0 ’ ]_ ’

Za bazne bispinore se dobija
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1 0
ul(ﬁ) = Np E}SO)l ) UQ(ﬁ) :/Vp 3]5<1>0 )
Ep+m (0) Ep+m (1> (4.2:9)
w2 (1) 22 (0))
n(@ = N, | @) =N, | f ,

0 Y
(1)
gde je N, =/ Eg;m normalizacioni faktor. Ne zaboravite da je p = pé, tj.
da je po = pos. Samo tada bispinori (4.2-9) ¢ine helicitetni bazis. U slucaju
proizvoljnog impulsa p’ za nerelativisticke spinore treba da uzmemo (4.2-8),
da bi dobili helicitetni bazis. Mada, (4.2-9) predstavlja bazisne bispinore i za
proizvoljan impuls, samo Sto se tada ne radi o helicitetnom bazisu. Bispinori

w i v su normirani prema (4.D) i oni ¢ine bazne bispinore za fiksnu vrednost
impulsa p. Opste resenje jednacine (4.2-1) je

(271r)§ Z;/d?’p\/?p (ur(ﬁ)cr(ﬁ)e_m +w(1§)di(ﬁ)eim) . (4.2-10)

Y=

Termin bispinor potic¢e otud Sto se v sastoji od dva SL(2,C) spinora. U
kiralnoj reprezentaciji se jasnije vidi da se Dirac-ov spinor (tj. bispinor)
transformise po (1/2,0)®(0, 1/2) reducibilnoj reprezentaciji kvantne Lorentz-
ove grupe (tj. SL(2,C) grupe koja je natkrivajuc¢a grupa za Lorentz-ovu
grupu).

0

Stanja u(p, s), v(p, s) su svojstvena stanja operatora energije iz,

vrednostima £, odnosno —F,, respektivno.

sa svojstvenim

Koriste¢i izraze za bazne spinore iz zadatka 4.2 imamo

P

2m \ g7 (o1l +p20h)  — g (or] + pa0h) 572

i i i &5
B E +m V191 + P200h — (1901 + P2p)) 52—
S (7 () = 2 ( o+

gde su ¢, nerelativisticki spinori r = {1,2}. Koriste¢i relaciju komletnosti,
P10+ o =11 (§F)? = % = E?2 —m? imamo

iur(ﬁ)ar(ﬁ) - L <Ep+m P ) :

= - 2m op —E,+m

sto je ?/;—mm Druga jednakost se pokazuje analogno.
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1
4m
2mp + m?) = Ay, gde smo iskoristili p* = p? = m? (zadatak 4.4). Slicno se
pokazuje i da je A2 = A_. Ortogonalnost projektora sledi iz (p+m)(p—m) =
2 2 _

pe—m* = 0.

Dejstvo projektora na spinore se dokazuje koriste¢i Dirac-ove jednacine u
impulsnom prostoru, (4.C). Naime,

4.5 Direktnom primenom izraza za projektore iz zadatka 4.4 imamo A3 = 5 (p*+

Aun () = 5 (-4 m)un () = 5 (m+ ) () = w0, 7)
A = 5 (F— m)us(7) = 5 (—m+ m)un() = 0.

Sliéno se pokazuje i A_u,(p) = 0, ALv,.(p) = v,.(p). U konkretnoj reprezen-
taciji bispinora rezultat se lako proverava neposrednim racunom.

4.6 (i) Najlakse je trazenu osobinu proveriti po komponentama. Npr. za
r—komponentu imamo X! = 1723, dok je v5v0Yt = i3yt = i3S,
Sli¢no se proverava za preostale dve komponente.

ii) Po definiciji imamo
(i) Po definiciji i
i J 1 ilm _jpqil.m _p~q
(23] = = ey ™, 4Py
1 ilm _j m m
= " (A ) - (46
Ako sada komutatore u zagradi razvijemo preko antikomutatora imamo
ARV} 1ilmqulmpq L PV AmAq
(B, 2] = — eMe (Y{v™ 71 = 7SIy
YA = ) (4.6-2)
Primenom antikomutacionih relacija u (4.6-2) dobija se
S 1 . )
[, 5] = —5 €™ (gl — gy g — gy

(4.6-3)

Prvi ¢lan u izrazu (4.6-3) transformisa¢emo na sledeci nacin
6ilmEqugmp,)/l,)/q — (51’]’51(1 . (Siqélj)’)/l’)/q — _3613 o ,y],yz )

Slicno se mogu transformisati i preostala tri ¢lana u (4.6-3), pa nakon
sredivanja izraza (4.6-2) dobijamo da je desna strana jednaka (77~ —
viy7). Sa druge strane je

94 ¢tikyk _ _Eijkeklm,}/l,}/m _ <7j7i . ,yi,yj)j
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¢ime smo pokazali trazenu jednakost. Dokazana jednakost pokazuje
da su operatori %E generatori SU(2) podgrupe Lorentz-ove grupe u
spinorskoj reprezentaciji.

(iii) S% = —%ig = —i(%%’V)Q = i’f =y

W~

4.7 Koristiti 7pp, = (—1)" Ly, kao i dpx, = (—1)"x, iz zadatka 4.2. Na primer:

4.8

4.9

4.10

74 %P ( ©r )
u.(p) = =N | &5
®) = FN 22,

_ N(&f) 0) or
0 5:]5 Epﬁ@r

OPpr
= N ( Fpap >

Ep+m r

- (—1)"“/\/( oy )

Ep-l—mgor
= (=) u(p) .

gde je N normalizacioni faktor. Lako se vidi da spinori u,(p) i v,(p) nisu
svojstveni spinori operatora X7, sem ako vektor 7 nije kolinearan sa p.

Operator prelaska iz nepokretnog sistema u sistem koji se kre¢e duz z—ose
brzinom v je S(A(ve,)) = e 2%07” | Ako se iskoristi wyg = —p = —arc th(v),
dobija se

3
e (0 N [Etm (T =57
S(A) = ch 1 sh2<03 O)_\/ el 1

Ep+m

U slucaju proizvoljnog busta umesto o®p treba staviti 6p. Lako se vidi da
ovaj operator nije unitaran. To je posledica teoreme iz teorije Lee-jevih
grupa po kojoj nekompaktne grupe (kakva je Lorentz-ova) nemaju konacno
dimenzione unitarne ireducibilne reprezentacije.

Operator prelaska u sistem zarotiran za ugao 6 oko z—ose je
S:(Cosg+isinga3 , 0 ., 3>.
0 COs 5 +1sin 50
Operator S jeste unitaran, jer je SO(3) kompaktna podgrupa Lorentz-ove
grupe.

Koristedi osobinu da je proizvod simetri¢nog i antisimetri¢nog tenzora jednak
nuli kao i zadatak 3.16 lako ¢ete pokazati da je

W2i(x) = leam,a’wal’(?ow.
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Kako je 0,,0" = 2v,7"+ 07, to se primenom Dirac-ove jednacine lako dobija
trazeni rezultat.

Lako se vidi (zadatak 3.16 i uslov sp = 0) da je
p 1 vppo g _ L o Gh
W,st = Ze,ﬂ,paa Pst = ?75JWP s
1
= 5o = guo)p7s" = *75%15

o je trazeni rezultat. U sistemu mirovanja vektor s* prelazi u (0,7), pa je
—ny Sa druge strane u sistemu mirovanja, zbog jednacine kretanja vazi

#
¥

7_7 pa je

na osnovu zadatka 4.6.

Za pozitivno frekventna resenja imamo
Vspu(p, £5) = Fu(p, s) .

Ako za vektor s* u sistemu mirovanja izaberemo (0,7 = %), po uslovu za-
datka, onda je u sistemu u kome se elektron krece sa impulsom p, kvadrivektor
st = (Im }if 1) (primenimo Lorentz-ov bust na vektor polarizacije u sistemu
mirovanja). Tako dobijamo

1 . D E, . e
%vmﬁum +s) = f% (' j70 - pw) (Epyo — p7)u(p, £s)  (4.12-1)

Ako u (4.12-1) iskoristimo (p)? = —p? dolazimo do

—Ysppu(p, £5) = 157077 u(p, £s) = EZu(p, £s) . (4.12-2)
m |71 Iz

Iz (4.12-2) je jasno da smo u ovom slucaju dobili jednacine iz zadatka 4.7.
Citaocu ostavljamo da isto proveri u sluc¢aju negativno frekventnih resenja.
Ako je (0,7) vektor polarizacije u sistemu mirovanja, gde je 71? = 1 tada u
sistemu gde se Dirac-ova cestica kreée sa impulsom p on je st = (%, %%).

U ultrarelativistickom limesu je m < |po| pa je
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Zadrzavajuéi samo najviSe ¢lanove u gornjem razvoju imamo

bl £9) ~ 3 L (. £9) = y5(7 £9)

gde smo primenili Dirac-ovu jednacinu, pu(p, +s) = mu(p, £s). Vidimo da u
ultrarelativistickom limesu operator heliciteta, E% prelazi u operator kiral-
nosti, v5. Svojstvene jednacine onda postaju

75“(57 :l:S) = iU(ﬁ, :l:S)

Sa v—spinorima situacija je analogna. Dakle, za Cestice visokih energija (t;j.
malih masa) helicitet i kiralnost su priblizno jednaki, dok se za bezmasene
Cestice ta dva pojma poklapaju.

Da operatori p i vs¢ komutiraju sledi iz sp = 0. Kako je (134)? = —s? =

1 onda su svojstvene vrednosti operatora vs¢ jednake +1. Odgovarajuéi
projektori su

1+
E(:I:s) _ 2’75%.
Rezultat je:
= 1 E,+m 5 . § . . )
<En> IRCEESTE 2F, ("3|a’ + (n1 +ing)b*a + (ny — ing)a*b — ns|b|
E,—

m R N
Fon m(n3|a|2 + (—ny +ing)a™b — (ng + ing)b*a — n3|b|2> :
P

U nerelativistickom limesu dobija se

2 . * . * 2
s\ ion  omlal® + (n +ing)bta + (g —ing)a’b — ng|b|
<Zn> = plony = PEETE .

¥
0

la /o) _1/7p
22”(0) _2<0) '

Poslednji uslov se svodi na
cosf) —isinf a a
(isin@ —cos@)(b)_(b) ) (4.16-1)

gde je ¢ = <Z> . Iz poslednjeg izraza nalazimo

U sistemu mirovanja trazeni spinor ima oblik < ) e~m ode je ¢ odredeno

iz uslova

COS ¢

w=< %>' (4.16-2)

ZSlH§
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Dirac-ov spinor u sistemu mirovanja ima oblik

0
COS 5

.. Q )
u(m,n) = 2810n 2 e, (4.16-3)

0

Sada je potrebno da dati spinor bustiramo duz z—ose
b(x) = S(—=pe.)u(m,n)e”"" (4.16-4)

gde je S dato u zadatku 4.8. Primetite znak minus u S(—pée,). Nakon
trivijalnog racuna dobijamo

0

oS 5
E,+m isin 2 —
_ 2 wT 4.16-5
¢($) 2m 77 CcoS g € ( )
Eptm \ jsin 2

2
Trazena ocekivana vrednost definisana je sa

1 L[ dPxpivys o)
= = " 4.16-6
<2%$> 2 [dPayptp ( )
gde je s kvadrivektor dobijen iz vektora (0,7) Lorentz-ovim bustom duz

z—ose. Njegove komponente su sy = "2, § =17 + (Rp)p

By ) U nasem slucaju

je s = (£ cosf,0,sind, % cosf). Dalje je (u Dirac-ovoj reprezentaciji)

o S0 —50] }
yod = (SO[ _ﬁ) | (4.16-7)
Nakon smene vektora s u (4.16-7) dobijamo
%COS@ —4sind —% cos 6 0
isind —Lcosh 0 — L cosf
Voh = 2 cost 0 —% cosf  isinf (4.16-8)
0 %COS@ —¢sind % cos 0

Nakon zamene (4.16-8) i (4.16-5) u (4.16-6) dobija se da je trazena ocekivana
vrednost 1/2, §to je ocekivan rezultat jer je ¢ (x) svojstveni spinor operatora
vs# sa svojstvenom vrednoséu 1/2.

Dirac-ov hamiltonijan mozemo da napisemo preko v matrica pa je [Hp, v5] =
(V29D + v°m, v5] = 2m~A 5. Dakle, operator s jeste konstanta kretanja u
slucaju bezmasene Dirac-ove Cestice. Njegove svojstvene vrednosti su +1,
dok su svojstveni projektori X, = %(1 + 5). Operator 75 naziva se opera-
torom kiralnosti.
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4.18 Mnoze¢i Dirac-ovu jednacinu matricom s sa leva dobijamo (i@ 4+m)vys¢ = 0.
Sabirajuc¢i, odnosno oduzimajuéi poslednju jednacinu sa Dirac-ovom jedna-
¢inom dobijamo

4.19

i, —mipg = 0,
i —myp =0 .

(i) Dati sistem jednacina moze se napisati kao Dirac-ova jednacina ako se

za Dirac-ov spinor uzme

o= ()

0 o*
wo_
/y_(o_,u 0)7

¢ini skup y—matrica (vidi zadatak 3.20).

dok skup

U primovanom sistemu (2’ = Ax) ove jednacine treba da imaju oblik
0 (o) = g (@) | (419-1)

i), (2)) = mip(a') | (4.19-2)
da bi bile kovarijantne. Ako definiSemo transformacije levog i desnog

spinora ¢ (') = Spp(x) 1 Yi(2") = Sryr(z), gde su St i Sg nesingu-
larne 2 x 2 matrice, jednacine (4.19-1) i (4.19-2) postaju

ia“SRAu”awa(a:) =mSpYr(z) , (4.19-3)
io"SLA, 0 (7) = mSprr(w) . (4.19-4)
Mnozeéi (4.19-3) sa leva sa S;' i (4.19-4) sa Sp' isto sa leva dobija se
iSL_la“SRAN” LUR(z) = myr(z) (4.19-5)
iSg'a"SLA, Y Opr(x) = mg(x) . (4.19-6)

Da bi jednacine bile kovarijantne potrebno je da su zadovoljeni uslovi
SptahS, = A 67

=1 _p — AW SV
SLO-SR—AVO-.

Resenje za matrice Sy, 1 Sk (za infinitezimalne parametre koji su defin-
isani u zadatku 1.8) je

1
S =1+ 500" + %Hkak , (4.19-7)
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1 S0
Sp=1-Jpi0" + %Hkak . (4.19-8)
Za bust duz r—ose dobija se
Sp = cosh % + o7 sinh % (4.19-9)
Sk = cosh % — 01 sinh % . (4.19-10)

Primetimo da se 17, i ¥z na isti nacin transformisu pri rotacijama, dok
kod bustova postoji razlika u znaku. Levi 11, odnosno desni g spinor
transformisu se po (1/2,0) odnosno (0, 1/2) ireducibilnim reprezentaci-
jama Lorentz-ove grupe.

4.20 Ocigledno je

~»

[Hp, K] = [@p, B(ED)] + [@p. 5] + m[8, B(ED)] - (4.20-1)
Prvi sabirak u (4.20-1) je

—»

g, B(ED)] = Blap, 1] + [ap, B1%
1 . )
= ?567””7’(172{0/, a"aPI™ — pra™{at, o H™
i
+emjkoz”0zpo/[pi, rjpk]) +iBa’p' (" aPrpP — oPar"pP) .

Ako dalje iskoristimo antikomutacione relacije izmedu Dirac-ovih matrica kao
i komutacione relacije izmedu koordinata i komponenti impulsa imamo

65, BS1)] = —2iB(a?p'r'y — odp'rip' +ia‘p — ol p'r'p + a'pirip)
= 26(ap) . (4.20-2)
Drugi ¢lan u (4.20-1) je —28(ap) dok je tredi jednak nuli. 1z (4.20-1), (4.20-2)
i poslednjeg komentara sledi [Hp, K] = 0.

4.21 Primenom definicije o, —matrica imamo

1

iu(pr)o (pr — p2)u(pa) = 5”@(171)(7”7“ —"Y") (p1 — p2)vu(p2)

_ ;Wl)[_wl — o) + (1 — P u(p2)

Koristecéi v#p = 2pt — py* i slicno za py* dobijamo
iu(pr)ot (pr — p2)uu(pa) = 2mau(pr)y u(pa) — (p1 + p2)"a(pi)u(p2)

gde smo koristili ¢injenicu da u(p) i @(p) zadovoljavaju Dirac-ovu jednacinu.
Poslednji izraz je upravo trazeni identitet.
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Lako se vidi da je

VaVuV8 = 29au78 = 2908Vn T 29u8Ya — V8 VuVa - (4.23-1)
Na osnovu (4.23-1) imamo
W(P2)p1up2u(PL) = 2mu(Pa)[py + polu(Pi) — @(D2)[2p1p2 + m?yu(ph) |
(4.23-2)
gde smo koristili Dirac-ovu jednac¢inu. Prvi ¢lan u (4.23-2) mozemo trans-
formisati zahvaljujuéi Gordon-ovom identitetu (zadatak 4.21). Tako dobi-
jamo
(p2)[—2p1p2 + 3m*yuu(pr) — 2mit(p2)o,wq u(pr) (4.23-3)
sto se lako prevodi na oblik
() { (% + m*)y — 2imoyq” fu(ph),
iz kojeg se lako vidi da je Iy = ¢> + m? i Fy = —2mi.
Krenimo od @(p)ysu(p) = Su(p)yspu(p) = — L u(p)pysu(p). Koristeci ponovo

Dirac-ovu jedna¢inu dolazimo do u(p)ysu(p) = —u(p)ysu(p). Dakle u(p)ysu(p) =
0. Primenom Gordon-ovog identiteta (za p = 0) dobijamo $u(p)(1—7s)u(p) =
&N

F\ = —i¢?, Fy = —2im, F3 = —2m.

Delovanjem sa (i@ +m) na Dirac-ovu jednacinu dobija se (3 + m?)y = 0.
Gustina verovatnoce je p = ()1 (z). Koristedi izraz za talasnu funkciju

iz zadatka 4.2 lako se pokazuje da je p = % Gustina struje data je sa

7=y = %7,/;1/}, gde smo koristili Gordon-ovu dekompoziciju struje (za
pu=1). Dakle, 7= %. Jasno je da je jednacina kontinuiteta zadovoljena.

(i) Zamenom (4.2-10) u izraz za velic¢inu () dobijamo
Q = —e / d3xapTep
m
= =Y [ [ @@l Fusp)
r,8 P

+d, (P)di (D)l (p)vs(p) + L (D)L (—p)ul (P)vs(—p)e? vt
-y (B)es(—P)l (P)us(—P)e 2] (4.28-1)

nakon integracije po Z i po ¢. Primenom Gordon-ovog identiteta relacije
ortogonalnosti prepisujemo u obliku

ul(P)us(p) = v} (P)vs(p) = %5 vl (=P)us(p) = wl(=p)vs(p) = 0,
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z (4.28-1) sledi

Q= —ez/d3 @), (7) + do (D)) - (4.28-2)

(i) Primenom Dirac-ove jednacine (—iv'd; +m)y = iy0pt) 1 izraza (4.2-10)
hamiltonijan je

H = / d%waw

rd*pd’q 1/ ‘/ ul (P)cl (p)e™™

ol @d (P)e") E, us@cs@e o, (@dl(@)e )
_ Z/dng t(5)e,(7) — d, (ﬁ)dT(ﬁ)) (4.28-3)

(iii)
P=Y [ @ (d@)e® - d@d@) - (4.28-4)
4.29 Operator 7 u Heisenberg-ovoj slici zadovoljava jednacinu

fl: — i[f Hp] = @,

Da bismo integralili poslednju jednac¢inu potrebno je da nademo Dirac-ove
matrice u Heisenberg-ovoj slici, @ = @(t). 1z jednacine kretanja,

da

T i|Hp,d] = 2i(p— dHp) ,

dobija se (p'— dHp) = 07(0)6_2”{“. Rezultat je
(t) = (0) —i(a(0) — i)i +i(a@(0) — i)ie—QiHDt‘
Hp’ 2Hp

4.30 Potrebno je naéi koeficijente ¢, (p) i d%(p) u razvoju

P A (B (P)e ) . (4.30-1)

—(cr(p

¢(0, f) =

Koristedi relacije ortogonalnosti, dobija se
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1 E,+m
c = ,
1(9) 2m)i\ 2E,
02(17) = 07
1 1
di(p) = : (p' +ip®) , (4.30-2)
: (2m)% \2E,(E, + m)
1 1
d3() = P
(27)% \/2E,(E, + m)

Talasna funkcija u proizvoljnom trenutku ¢ > 0 je
1
(2m)?
gde su koeficijenti ¢ i d dati sa (4.30-2).

P(r) =

X [ G e (1509

4.31 Postupajuéi kao u prethodnom zadatku koeficijenti u razvoju (4.30-1) su:

3
d\* |E +m _ d%p?

T 2E, © ’
02(]5) = 07
3
§ d2 1 1 _ﬁ
dl(ﬁj = () € 2 p3,
T ) \J2E,(E,+m)
\ d*\* 1 oy
dy(p) = () (p' +ip*)e” 2 .
T 2E,(E, +m)

4.32 Jednacina Dirac-ove cestice u elektromagnetnom polju ima oblik
[iv" (0, —1eA,) —mlyp =0 .

Ako pretpostavimo da talasna funkcija u oblasti z > 0 ima oblik

_ (¥ ) —iEt+igqz
= e ,
o= (3

onda (4.32-1) u toj oblasti prelazi u

(E—m—V —0q )(90)_0
oq —E-m+V)\x/)

(4.32-1)

(4.32-2)

(4.32-3)

Da bi sistem jednacina (4.32-3) imao netrivijalna resenja potrebno je da vazi

E=V+./@+m?.

(4.32-4)
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Talasna funkcija elektrona je

1
_ 0 —iEt+ipz
= a e
vr po3 1
(B+m) \
1
+b ) 0 ] e Wtz <) (4.32-5)
—pos
1
wII = d 0 1 e—iEH—iqz’ >0 ’
qo3
(E4m—V) (0>

gde je p = VE? —m?2. Sabirci proporcionalni sa koeficijentima a, b, d u
(4.32-5) su upadni ¥, reflektovani 1, odnosno transmitovani talas 1. 1z
uslova neprekidnosti talasne funkcije u z = 0 imamo

a+b=d, (4.32-6)
a—b =rd, (4.32-7)
gde je r = Ef:ffv%. Koeficijent transmisije je
7o dr wgragwtr _ (4328
Jin  Phosth,  (147)?
dok je koeficijent refleksije
Rzl—T:(l_T)z. (4.32-9)
1+r

Ako je V > 01 |E — V| < m tada je ¢ = ik imaginarno pa talasna funkcija
eksponencijalno opada u oblasti z > 0. Povecavajué¢i potencijal oc¢ekivali bi
da talasna funkcija brze opada u oblasti I, kao Sto je to slucaj u nerela-
tivistickoj kvantnoj mehanici. Medutim, za V' > E 4+ m vidimo da impuls
q postaje ponovo realan, pa je talasna funkcija oscilatorna. Razlog za to je
u Cinjenici da postoje dva dela u spektru elektrona izmedu kojih je procep
Sirine 2m. Dalje, vidi se da u tom slucaju koeficijent refleksije postaje veci
od 1. Opisani efekt je poznat kao Klein-ov paradoks.

4.33 Talasnu funkciju u oblastima z < 0, 0 < z < a, z > a obelelezi¢emo sa )y,

Urr, Yrr1, respektivno. ReSenje Dirac-ove jednacine je

1 1
— 0 eipz + B 0 —ipz

¢I B pos3 1 —po3 1 ‘ ’
(E+m) \ ( (E+m) \ (
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1 1
Y = C 0 " + D 0 e '
qo3 1 —Qqo3 1
(E+m=V) \ (E+m=V) \
1
Vi = F 0 1 e )
2 ()

(E+m) \ ()

gdejep =+VE2—m?iq= \/(E — V)2 —m2. Iz grani¢nih uslova ¢;(0) =
¥rr(0), Yrr(a) = rr(a), za koeficijent transmisije dobija se

r|?
T =|F|” =16 | —
| | |(1 + T)zeﬂqa _ (1 _ r)2€zqa|2
gde je r = ]%Ef*ﬁ.
4.34 Talasna funkcija elektrona je
B
!/
= e, z< —a,
wl —iK03 < B)
(E+m) B’
C D
wU = ¢’ C eiqz + D D efiqz’ —a<z<a,
=2 (o) w2 (o)
F
/
= 7K/Z7 > Y
Yrrr . ( r ) e z>a
(E+m) \ [

gde je k = Vm?2 —FE?iq = \/(E—l— V)2 — m?. Kako je potencijal parna
funkcija to se spektar sastoji od parnih i neparnih funkcija, tj. '(z) =
Yo (—z) = £9(z) . Iz poslednje relacije imamo B = £F, C' = +D, B’ =
+F’, C" = +D’ . Gornji znak odnosi se na parna a donji na neparna resenja.
Iz grani¢nih uslova dobija se disperziona relacija:

kE+m+4 Vo +1
tg(qa) = £(——F——— ,
g(qa) (q E+m )

za parna, odnosno neparna resenja.

4.35 Dirac-ova jedna¢ina u ovom slucaju ima oblik

0 0 0 0
. 07 -1 I . 27 . 37 o — _
[w T + iy <8x zeBy) + iy ay + iy s m] v =0. (4.35-1)
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Resenje jednacine (4.35-1) trazimo u obliku

_ —iBt+ipzatip.z ‘P(y))
=e : 4.35-2
v <x(y) ( )
Smenom (4.35-2) u jednacinu (4.35-1) imamo
E—m (eBy—pz)m—szs—i-im% (go) _
(px—eBy)alepzag—iag% —E—m X
(4.35-3)
Iz druge jednacine u (4.35-3) sledi
Pz01 + p.03 — eByoy — Z'UQ%
= 4.35-4
X(y) tm e(y) . ( )
§to smenom u prvu jednacinu sistema (4.35-3) daje
d2
<dz — (ps —eBy)* + E* —m? — p? — eBag,) 0=0. (4.35-5)
Y
Smenom, p, — eBy = & jednacina (4.35-5) se svodi na Schrodinger-ovu
jednac¢inu za LHO (parametri M, w i € ) gde je M%*w? = (eé)% 2Me =
Eompi¥eB  Qyoistvene energije s
(eB)2 . J g1 u
E, = \/m?+p2 £ eB + (2n+ 1)eB, (4.35-6)

gdejen=20,1,2,...
4.36 Delovanjem sa (i@ + eA + m) na (i@ + eA — m)y(x) = 0, dobija se

[0 —iey"y"0,A, — 2ieAF0,, — AT+ mPyY =0.
Sa druge strane pokazite da je
—gowF’“’ = ie(0,A" —y"470,A,) .

Kombinovanjem poslednja dva izraza dobija se trazena relacija.

o= ()

u Dirac-ovu jednac¢inu dobijaju se jednacine

4.37 Zamenom

9]
<z’at + eA()) p = co(pP+ed)x,

<2(§t + 2mc® + 6A0> X = ci(p+ed)p.
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Iz druge od njih, u sluc¢aju A= 0, sledi

iaaf—H’go ,
gde je
) 1
r_ | P p e -3 €
"= [Qm_eAO_8m302+4m202(22Ep_AA0) Am?2c? (zEp J(E 8 ﬁ))]

Operator obelezen sa H' nije hamiltonijan jer nije hermitski. To je povezano
sa ClIlJGIllCOIIl da vehcma o' nije gustina verovatnoée. Gustina verovatnoce
je ot (14 Tz )p+o ( ) . Potrebno je pre¢i na Schrodinger-ovu dvokompo-

nentnu talasnu funkciju ¢ = (1 + %)@. Pri tome je hamiltonijan

) )
p / p
H=|1 H|l—-———
( +8m262> ( 8m262> ’

odnosno
- -
p p € =
H = %—6140 8m3c2_8m2 2AA0+4 22 (EX@
Ako je A # 0 za hamiltonijan se dobija
(ﬁ+ 614')2 (& o= ]54 € S = N -
H="—" _¢A B— — ——o0(F A)) .
2m ¢ 0+2mca 8m3c?2  8m?2c? 0+4m2020< x(pted))

Vi= VJ = (Vy,0)" =Yy, =V, , jer je 7; = Y07 Dakle V), jeste realna
veli¢ina.
Pri pravim ortohronim Lorentz-ovim transformacijama V), se transformise po

Vi(a') = ¢ ("), (2') = TS S () -

U prethodnom izrazu primenili smo 7,S~! = STyy. Ako dalje iskoristimo
S™y,S = Ay, dobicemo V(z') = A}V, (z). Dakle, V, je Lorentz-ov
cetvorovektor.

Pri prostornoj inverziji imamo

Vﬂ<t7 'f) - V;:(tv _f) = &(tv f)%%ﬁow(ty f) )
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odakle je Vj(t,Z) = Vy(t, —2), V/(t, %) = —Vi(t, —).

Pri konjugaciji naboja imamo (z) — .(z) = CyT i ¢ — TC. Tako
dobijamo V,, — —¢TC,C~ T = (Yy,0)T = V,. Koristili smo Cv,C~! =
—7, 1 C = —C~" (Pokazite ove osobine).

Pri inverziji vremena ¢(z) — ¢'(—t, @) = Ty*(t, ), gde vazi T, T~ =
= 7 i Tt = T-' =T = —T*. Lako se dobija da je ¥(x) — ¢/(—t,%) =
wT(t,:E')T'yO. Konacno Vj(—t,Z) = Vy(t, z), V/(—t, &) = =V,(t,Z).

Pri Lorentz-ovim transformacijama imamo

AMa') = N ()" ST 5 5¢(x)
= detAA" ()Y 50 (x) = detAA" A (z) .
Pri konjugaciji naboja velicina A* menja znak. Prostorna inverzija menja

znak nultoj a ne menja prostornoj komponenti, dok vremenska inverzija
"radi” suprotno.

Rezultati su:

T”“’(AI) — AH AVGTPU( )

Ie(z) = T"(2) ;
T -7) = ~TOLT) T -7 = TI()
T (=t,8) = =T7(t,8) T (=4, %) = T%(t, ) .

Velicina zB’y“@M@D je Lorentz-ov skalar. Prostorna inverzija ne transformise
zadatu velicinu. Pri konjugacijii naboja dobija se (Ou) ).  Vremenska
inverzija transformise datu veli¢cinu u —(¢y*0,9)*

Data jednakost dobija se transponovanjem Dirac-ove jednacine

a(pv S)(Is - m) = 07
uz koriséenje C~1y1C = —(y*)T.
Pretpostavimo da postoje dve razlicite matrice C' i C’ koje zadovoljavaju

zadatu relaciju. Iz Cv,C~t = (C",C" ! sledi [C"'C,~,] = 0 odakle na
osnovu zadatka 3.18, sledi trazena osobina.

4.44 Direktnim rac¢unom imamo:

(i)

Konjugacija naboja menja spin i impuls cestice.
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(i)

e—imt’ )

=
—~
&\
~—
I

o O O

(iii)

(o)
0 o—i(Bt=p2)

Up(t, =) =
p(t, —T) = N, _Epim((l))

Prostorna refleksija menja smer impulsa cestice. Vremenska refleksija
zadatu talasnu funkciju prevodi u

(1)
¢t(_taf) _ —ZNp 1 ei(Et—pz) ’

= (1)
Ep+m 1

odakle se vidi da se menjaju i impuls i spin.

. (o 0
4.45 P:'yO,C’:w270:z<O 2)

—0
4.46 Delovanjem sa 7 na

—;

—U = Ty .46-
E‘p‘ r(p) = (=1)""u(p) (4.46-1)
dobija se )
i|‘pp|ur<—p> = (~1)"ur(—p) . (4.46-2)

jer je You,(p) = u.(—p). 1z (4.46-2) se vidi da zbog promene impulsa Cestice
dolazi i do promene heliciteta.
Pri vremenskoj inverziji talasna funkcija Dirac-ove cestice (4.2-6) prelazi u

opr , _
Ve =iy Pr(p) = _(a . )6““"”)
+ms0
o? . .
= - ( ~pff§ ) e Ept=PT) (4.46-3)
Ep—l—mgpr
gde je u drugom koraku iskoriséeno 0?¢* = —Fo?*. Iz poslednjeg izraza vidi

se da se pri vremenskoj refleksiji menja impuls cestice, tj. p — —p. Dalje,
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pokazite da je o2p} = ipy i 0%ph = —ip;. Uzmimo, jednostavnosti radi, da
je r =1 (sluéaj r = 2 je potpuno analogan). 1z (4.46-3) imamo

Yy = —i (_ ot ) e Ept=pT) (4.46-4)

Delujuci sa iﬁ}%@ na (4.46-4) vidi se da se helicitet ne menja. Do istog
zakljucka dolazi se konjugujuéi i mnozeéi jednacinu (4.46-1) sa leva izrazom
ivty®. Za v—spinore dokaz je analogan.

Nakon transformacije hamiltonijan je
! — — m . m .
H' = dp'| cos(2pf) — — sin(2ph) | + mp | cos(2pf) + — sin(2ph) | ,
p p

gde je p = |p]. Da bi H' imao neparan oblik potrebno je da koeficijent uz ap’
bude nula. To je ispunjeno za tg(2pf) = p/m .

Pokazite prvo da je

i -
ap (cos(2p0) _n sin(2p9)> =/ m + bap ;
p 2E,  \2E,(E, +m)

pa je

toy = | BT PAP o [Botm By |
2E,  \2E,(E, + m) 2E,  \[2E,(E, +m)

Koristedi [Z, f(p)] = —iV f(p) dobija se

B  pBap) . Ba . a(ap)
Trw =2 + 1 —1 —1 —1 ;
2E,(E, +m)  2EX(E,+m) 2B, 2E,(E,+m)

Sto se moze prepisati u obliku

L ppap) pa S xp
Trw =T — 1 5 —1 — .
2E2(E, +m) 2B, 2E,(E,+m)

Pri Foldy-Wouthuysen-ovoj transformaciji impuls se ne menja te je

[xlzng’P%W] =io* .
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Klasi¢na polja i simetrije

5.1 Potrebno je da primenimo definiciju funkcionalnog izvoda (5.A).

(i) 1z 0F, = 0,00 = [ d'y(0,00),0" (y — 2) = — [ d*y040 (y — 2)d(y) ,

e 3E,lo(z)
plP\T)] 4
W = —835( 'y —=),
s 528 _ 02V
(i) 55m0sm = ~D0 (Y = @) — aaae 0 (= —v) -
5.2 U ovom zadatku koristi¢emo jednacine kretanja (5.B).
(i) Kako je 8876,, =m2A° i a(ngp) = —20°A% 4+ A\g”? (0, A*) onda je
(A —2)0,0° A7 —m*A? =0 .
(ii) a(%im = —%F””a(aai‘xp) = —3F™ (6500 — 076%) = —F°?. U poslednjem

koraku koristili smo ¢injenicu da je [, antisimetrican tenzor, tj. F,, =
—F,,. BEuler-Lagrange-ova jednacina kretanja je

0, F7" +m?A? =0 ,
Sto nakon zamene izraza za F*° prelazi u
(050 — 9,07 + m?35) A7 =0 .
(i) (O 4m?)¢ = -’
(iv) Varijacijom dejstva po elektromagnetnom polju, A, dobija se
—0A? + 0,0° A% = —ie|p(0Pp* + ieAPd*) — ¢* (0P —ieAP)] .
Jednacine kretanja za polja ¢ i ¢* su
O¢* + 2ieAP0,¢* + ie¢™0,AP — e A%¢* + m?¢* =0 ,
O¢ — 2ieAPD,¢ — iepd,A? — e* A’ + m?¢p =0 .
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(v) Jednacine kretanja su
(V"0 — M) = igystd, V(i7" Dy +m) = —ighyso ,

O¢ + m*¢ = A\¢* — igysy) .
Dokaza¢emo da smena £ — £+ 0,F*(¢,) u dejstvu ne utice na jednacine
kretanja, tj. da je

5 / d*20,F*(¢,) = 0 .

Q

Primenom Gauss-ove teoreme imamo
OF,
O,

4 H — B — H —
5/Qda:8HF(¢T) ngdEcSFM égdZ 56 =0,

jer je varijacija polja na granici nula.

Dodati dejstvu divergenciju —%%(qﬁ@“gﬁ). Primetimo da ona nema oblik iz
zadatka 5.3, jer F* zavisi od izvoda polja. Medutim,

5 [ 0,(00"0) = § asr5(60,0) = § A9 (560" + $30,0)

Prvi ¢lan je nula jer je d¢plsq = 0 . Ako uzmemo da je granica u r — oo,
drugi ¢lan je takode nula jer polja opadaju u beskona¢nosti u nulu.

Postupite kao u prethodnom zadatku.

Na jednacinu kretanja masenog vektorskog polja dobijenu u zadatku 5.2 (ii)
potrebno je delovati sa d,. Tako se dolazi do m?9,A? = 0 odakle sledi trazeni
uslov, jer je m # 0.

Jacina polja, F},, je invarijanta na gradijentne transformacije. Iz toga sledi
i invarijantnost lagranzijana. Uslov J,A* = 0 ne sledi iz jednacina kretanja,
ali se upravo korséenjem gradijentne simetrije ovaj uslov, koji se inace naziva
Lorentz-ova kalibracija, moze nametnuti na potencijale.

Kako je transformacija unutrasnja dovoljno je proveriti samo invrijantnost la-
granzijana na zadate transformacije. Prvi ¢lan u lagranzijanu se transformise
na slede¢i nacin:
1 2 2 1 /\2 /\2
S1061 + (0627 — 5[(061)2 + (093] =
1
= 5[(8@ cos ) — Dy sin 0)? + (O sin O + Ay cos 0)?]

= 51060 + (067
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Slicno se pokazuje i za preostala dva ¢lana iz lagranzijana. Infinitezimalne
varijacije polja ¢; su dp = —0¢o 1 6o = 0y pa je
. oL
" o0rg)
Parametar 6 moze biti odbacen. Naboj koji odgovara SO(2) simetriji je
Q= [ dx(Pr02 — pa2th1) -
Pri SU(2) transformacijama ¢’ = e3™ 0 gde su 7° (a = 1,2, 3) Pauli-jeve
matrice. Infinitezimalno je d¢; = 3770¢; i d¢; = —fgb* 0" gde indeks i
uzima vrednosti 1,2. Noether-ina StruJa je ju %( WPi TG — O THO, ¢j>,
dok su naboji Q* = —3 L[ dPx(Dog; Q) — GO0 D;) -

Struje i naboji dati su sa

(b (¢18u¢2 ¢2a,u¢1> .

1~ a
= Sty @ = [ Plry,

Jednacine kretanja su (wuaﬂ_mm =01 @i(ﬂ“g;ﬂ‘m) =0.Daje d,j" =0
pokazuje se lako:

2aujua = (a;ﬂzz)’}’ % +¢z u% im&iv w] +w% zg(_imwj) =0 )

gde smo u poslednjem koraku koristili jednacine kretanja, jer Noether-ina
teorema vazi na jednacinama kretanja.
Fazna invarijantnost je zapravo U(1) simetrija, pri kojoj ¢ — o' = e i
analogno za 1.
(i) Noether-ina struja je j, = 97,1, dok je Q = [ d3x1T¢). Primetimo da
struja nema pored Lorentz-ovog dopunski indeks, jer je U(1) jednoparam-
etarska grupa simetrije.

(i) Ju = i(¢"0ue — ¢0u0*), @ =i [ d’x(¢* ¢ — $pIod*)
Jednacine kretanja su (0 +m?)¢; = 0. Invarijantnost lagranzijana je posled-
ica ¢injenice da je forma ¢’ ¢ invarijantna pri SO(3) rotacijama. Pri SO(3)
transformacijama varijacije polja su d¢; = i(J¥);;0%¢; = —erijOrd; pa je
Noether-ina struja
oL

ju (8%5 )6¢ 6kz]¢] u¢29k .

Zbog proizvoljnosti parametara rotacija, 6, ocuvane su i struje

Juk = —€kij@i0u0i -
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Prvo pokazati da je e’ = cos o + i75 sin . Pri kiralnim transformacijama
Dirac-ov lagranzijan prelazi u
L — wTe*ia%,YO(Z',yu&# _ m)eia’ysw
= (cos® a + sin® )i, 0" — m(cos a + iy sin o)y
= i, 0" — m(cosa + iy sin )P
Dakle, lagranzijan jeste invarijantan na kiralne transformacija ako se radi o

bezmasenom Dirac-ovom polju. Noether-ina struja je j,, = @”y,/yg,w. Proverite
da je 9,7" proporcijalno sa masom Dirac-ove ¢estice m.

Noether-ina struja je

Ys oL . oC Y
= 300y 2%+ 8@ O™ agnn,) Nt N g Guny -

odakle se dobija
— 1 —
Ju =T X 0,7 + §N%7?N .

Pri translacijama je dz* = €, dok je totalna varijacija polja nula. Noether-
ina struja je

0L 09,
a 9(0u¢r) O,
Indeks v u (5.16-1) je indeks translacione grupe simetrije. Za skalarno polje,
iz (5.16-1) se dobija

%

— Lg"™ . (5.16-1)

Ty = 0,60, — 100 ~ m*¢ gy (5.16-2)
Ouvani naboji su hamiltonijan (za v = 0)
H= / R ; / Br](0,0)% + (V8)? +m26?] | (5.16-3)
odnosno (tro)-impuls (za v = §)
Pl = / BT = / Brddd'é . (5.16-4)

U slucaju Dirac-ovog polja tenzor energije impulsa je TH = ipy*0" ) — LM,
dok su hamiltonijan i impuls dati sa

H — / Brp[—iAY +mle | (5.16-5)

P =i / Bty | (5.16-6)
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U slucaju elektromagnetnog polja iz T = a(aa,faxp) gﬁf — Lg" odakle je

1
T = —F"3" A, + ZFQgW : (5.16-7)

Tenzor energije impulsa nije jednoznac¢no odreden. Mogucée mu je dodati ¢lan
Cija je cetvorodivergencija nula, tj.

TH — TH 4 QpHP | (5.16-8)

gde je PP = —pP". Ova smena je korektna jer je divergencija novog tenzora
energije impulsa nula. Naboji (u nasem sluc¢aju su to energija i impuls) se ne
menjaju pri ovoj smeni. Za antisimetri¢an tenzor ¢ uzeéemo Y*P = FHP AV
pa je novi tenzor energije impulsa

1
TH = —FMF" + ZFQg’“’ : (5.16-9)

Ako dalje uvedemo elektricno i magnetno polje sa F% = —E', F;; = —¢;;, B*
komponente TEI su (proverite)

1 - -
TOO — *(E2+BQ),

2
T% = (E x B)", (5.16-10)
Iz (5.16-10) se vidi da su Tyo T%, —T;; gustina energije elektromagnetnog

polja, komponente Poynting-ovog vektora odnosno komponente Maxwell-
ovog tenzora napona.

Pri Lorentz-ovim transformacijama dx” = w"’z, dok su totalne varijacije
polja 6¢ =0 ,6¢ = —Lo,,w" 1, 6A, = w,”A,. Noether-ina struje su

4
Ju = 2T — 2, LW,
N ,
Ju = [§¢IVMUV,O¢ + quup - xpTuu]w L (516—11)

Ju = [FupAv — B Ay + (2T — 2,T0) 0"

redom za skalarno, spinorsko odnosno elektromagnetno polje. Odbacivanjem
parametara Lorentz-ove grupe simetrije w"” ocuvane struje su oblika M,
i dati su izrazima u uglastim zagradama izraza (5.16-11). Naboj je ugaoni
moment M,, = fd3xMOVp.

5.17 Varijacija forme polja definisana je sa dop(z) = ¢'(z) — ¢(x). Kako je dopp =
dp — 0,90zt gde je 6 = ¢'(2') — ¢(x) totalna varijacija polja, to dobijamo

0 = p(6(x) + 20,9) | (5.17-1)
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za infinitezimalnu varijaciju forme polja ¢.
Varijacija dejstva je

55z/#x%£+@@MﬂL (5.17-2)
Sto za infinitezimalne transformacije daje

55 = p [ d'al-m2(62 + 62 0,0) + 0,606 + D(a°0u0)9"0 — 2#0,L — AL]
(5.17-3)
Nakon sredivanja izraza (5.17-3) dobijamo

08 = mgp/d4x¢2 . (5.17-4)

Iz (5.17-4) je jasno da dejstvo za bezmaseno skalarno polje jeste dilataciono
invarijantno.
Noether-ina struja je

J* = ¢0"¢ + 2" 0"$0,¢ — Lat . (5.17-5)

Izracunajte 0,j* i uverite se da je rezultat proporcionalan sa m.
5.18 ji = iy + ix" Yy O,h — 'L



RESENJA 6

Green-ove funkcije

6.1 Green-ova funkcija za Klein-Gordon-ovu jednacinu definisana je sa
(O, + mHA(z —y) = =W (z —y) . (6.1-1)
Fourier-ovom transformacijom iz (6.1-1) dobijamo

1
(27)°

- . 1 .
(O, + m?) / Ak A (k)e~ =) — -G / d* ke~ (6.1-2)

Iz (6.1-2) sledi A(k) = =

_ _ 1
Rom? T B2 i2om

5. Dakle, Green-ova funkcija je

4
d'k L e

@20 12— B2 — m?

Al —y) = / (6.1-3)

Integral u (6.1-3) je divergentan, jer podintegralna funkcija ima polove u ky =
+wy. Modifikova¢emo konturu integracije obilaze¢i polove pa ¢e integral (6.1-
3) postati konvergentan. Naravno mi smo duzni da damo fizicku motivaciju
za ovaj postupak. Postoje cetiri nacina obilaska polova. Prvi od njih je da
polove obidemo sa gornje strane (sl. 1). Eksponencijalni ¢lan u (6.1-3) za
velike ko ponasa se kao elmko(zo—v0) gdakle vidimo da za xy > Yo konturu
dopunjavamo sa donje strane (jer je Imkg < 0), dok za xy < o to ¢inimo sa
suprotne strane. Na osnovu Cauchy-jeve teoreme o rezidumima imamo

1
(27)"

Alx —y) =— /dgkeig(f_g)Qm(Reswk + Res_, )0(x° — %) . (6.1-4)

Iz (6.1-4) se dobija

i d3k ZE( —

Ap = — @) ﬂe f—y)(e_wk(xo—yo) _ eiwk(xo_yo))g(xo —4%) . (6.1-5)
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Izraz (6.1-5) je tzv. retardovana Green-ova funkcija. ReSenje nehomogene
jednacine (O +m?)¢p = J je

o(a) = — [ d'yAle —y)J() + 60 . (6.1-6)

gde je ¢p resenje homogene jednacine. Iz (6.1-5) i (6.1-6) (zbog —funkcije)
jasno je da doprinos pri integraciji po y° potice od vremenskih trenutaka
koji su pre 2. Dakle, vrednost polja ¢ u trenutku zy odredena je vrednoséu
struje J u ranijim trenucima vremena. Otud naziv retardovana Green-ova
funkcija.

Imk, ko

m ky
\x<y \x0<y0
Ao el I

Rek, ~ % Rek,
x0> Y, >y

Slika 1 Slika 2
Imk, kg Imk, ko

\x<y \x0<y0
- Rek, Ij%j N Rek,
5>y >y

Slika 3 Slika 4

)
Ci

Obilazeci polove kao na slici 2 dobijamo tzv. advansiranu Green-ovu funkciju
i A3k .
(2m)3 J 2wy,

Advansirana Green-ova funkcija daje nenulti doprinos polju ¢(x) iz budué-
nosti.

Ay = — D) (pmiwn @) _ piwr@ 90— 40) - (6.1-7)

Ako polove obilazimo kao na slici 3 dobi¢emo tzv. Feynman-ov propagator

4 ik(Z—7
Ap = Ok ke*(@=9) {Res_wkﬁ(yo — 2°) — Res,, 0(2" — yo)]
7 Pk o (00
- _ R(T=Y) | o=iwr(27=y") g0 _ /0 1-
2n)? 2wke [e (2" — ") (6.1-8)

+et Gy — 20)]
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Na osnovu obilaska polova vidimo da informaciju iz proslosti nose pozitivno
frekventna resenja, dok iz buduc¢nosti postoji doprinos od negativno frekven-
tnih resenja. To je upravo ono $to nam treba u relativistickoj kvantnoj fizici,
za razliku od klasi¢ne teorije (npr. klasiéne elektrodinamike) gde je "u igri”
retardovana Green-ova funkcija.

Na slici 4 prikazano je obilazenje polova kod tzv. Dyson-ove Green-ove
funkcije. Postupajuéi kao i u prethodna tri slucaja lako se nalazi odgo-
varajuc¢a Green-ova funkcija, Sto ostavljamo studentima za samostalnu vezbu.

6.2 Na osnovu (6.1-5) i (6.1-8) lako se pokazuje da je (uz y = 0)

L[ PE )
(2w

Ap(z) — Ag(z) = — : (6.2-1)

3 2wk

)
na osnovu trivijalnog identiteta 6(t) + 6(—t) = 1. Delujuéi sa (O + m?) na
(6.2-1) pokazuje se da je (O +m?)[Ap(x) — Agr(x)] = 0.

6.3
I = /d4k:5(k;2 —m?)0(ko) f (k)
— /d”‘ké(kﬁ — wi)f(ko) f (k)

- /d?’kdkOQik [0(ko — wi) + 6 (ko + wi)] O(ko) f (k)
&k

fk) -

Zwk
Na osnovu dokazane jednakosti jasno je da je % Lorentz invarijantna mera.

6.5 Neka je g < 0. Integral po konturi prikazanoj na slici 1 jednak je nuli jer
ona ne obuhvata ni jedan pol. Dakle

—wg—p wi+p R
/ + +/ +/ +/ [ =o. (6.5-1)
-R oy —wip cf wp+p Cr

c, Im &, L]

' o=y

/o) V)

L1 Rek,
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Po Jordan-ovoj lemi integral po polukruznici, C'r nakon uzimanja limesa R —
oo je 0. Integral [+ moZemo izracunati uvodenjem smene ko = wy + pe® . tj.

0o z- 1
/ = / e (6.5-2)
c} ™ per? + 2wy,

Nakon uzimanja limesa p — 0 iz (6.5-2) sledi

= T iy 6.5-3
/C =g . (6.5-3)
Sliéno se dobija
= T iy 6.5-4
/C . Zwke . (6.5-4)

Iz (6.5-1), (6.5-3) i (6.5-4) dobija se da je za xy < 0

< i d3]{? ik {

A(r) = 2 2—%6 e~ IWRTO ei“’”o)} 0(—xo). (6.5-5)

Slucaj z¢ > 0 potpuno je analogan prethodnom. Rezultat je

. 3 .
. i &’k iz

A(m):—w 50 [e77onm0 — w0 () (6.5-6)

Iz zadatka 6.1 sledi trazena relacija dok je iz (6.5-5) i (6.5-6) jasno da vazi
A(—z) = Az).

1 Bk ., ,
A - _ Y kT —iwgt  dwgt 66_1
(‘/L.) (27T)3 QWke (e € ) ? ( )
i d3k i(k3Fw
Ap(z) = :F(27r)3 %or () (6.6-2)

Neposrednom zamenom izraza za A iz zadatka 6.6 slede trazene relacije.

Delovanjem operatora (O 4+ m?) na izraz (6.6-1) dobija se

L PE ) [t gints
2n)2 ) 2w F ’

(O +m*)Az) = —

odakle, zbog k* = m?, sledi (O +m?)A(z) = 0.
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6.9 U slucaju m = 0 iz (6.1-8) sledi

{ Pk Fz T ik 0 iko 0
Arlnco = ~ gy | e L0 + 0 (=a?)
_ _2(22)2/00 /ﬂ’ksnledkde [eik(—t-i-rcose)e(t)
m)2Jo Jo
_'_eik:(t+rcost9)9(_t)} , (6.9-1)

gde smo u drugom redu presli na sferne koordinate i izvrsili integraciju po
polarnom uglu ¢. Integracijom po 6 dobija se

1 0 —ik(t—r —1 T
Ap(@)],._, = _W/O dk [(e k(t=r) _ o=ik(t4+1)) g (1)
+<€ik(t+7‘) _ eik(t—r))g(_t)] . (6.9-2)

Dalje ¢emo razlikovati dva slucaja t > 0it < 0. U prvom slucaju, t > 0
drugi sabirak u podintegralnoj funkciji (6.9-2) jednak je nuli. Preostali inte-
gral je divergentan, zbog ponasanja podintegralne funkcije u beskonacnosti.
Smenom t — t — ie, gde € — 0 regularizovaé¢emo dati integral. Tako iz
(6.9-2) dobijamo
i 1 1
Ap|m=0 = < — — , > : 6.9-3
Flm=o 22m)2r \t —r —ie t+r —ie ( )
' 1 ' 1
= ! = . (6.9-4)

(2m)2t2 —r2 —ie  (2m)2 22 —ie

Ako dalje iskoristimo formulu

1
z + i€

1
=v.p._F imd(z) (6.9-5)

iz (6.9-4) dobijamo

l 1

1
AF(.Q?) |m:0: —E(S<ZC2) + 477_(2Vp (69-6)

.? .
Slucaj t < 0 takode daje ponovo (6.9-6), Sto vam ostavljamo da proverite.

6.10 Poci od (6.1-5) i pre¢i na sferne koordinate. Integracijom po koordinatama
0 i p dobija se
1

_ o —ik(t—r) _ ik(t4r) _ —ik(ttr) | ik(t—r)
Ag(x) = e /0 dk {e e e +e } o(t) .
(6.10-1)
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Smenom k' = —k u tre¢em i Cetvrtom integralu u (6.10-1) dobijamo
1 8] . .
An(w) = =5 [ dh(em0m) = M) 6.10-2

Primetite promenu donje granice integracije pri prelazu sa (6.10-1) na (6.10-
2). Iz (6.10-2) dalje imamo
1
AR |m=o (x) = ——— [0t —7) —0(t +71)] O(2) . (6.10-3)
dmr

Drugi ¢lan u (6.10-3) ima ”pogresan” znak, no to nije problem, jer je on
jednak nuli zbog ¢t > 0ir > 0. Zamenom tog minusa sa plusom u (6.10-3)
dolazimo do

1 1
AR |m=o (2) = —=—8(t* = r)0(t) = —=—6(2*)0(t) . (6.10-4)
27 2m
Slucaj advansirane Green-ove funkcije ostavljamo vam za samostalnu vezbu.

U zadatku 6.1, pri definisanju odgovarajuc¢ih grani¢nih uslova, modifikovali
smo konturu integracije, dok su polovi ostali u tackama ky = +wy. Nekad
je zgodno da se uradi upravo obrnuto, tj. da se vrsi integracija po realnoj
ko—osi, a da se polovi pomere. U slucaju retardovane Green-ove funkcije to
se postize smenom k? —m? — k? —m? +inky, gde je n mali pozitivan broj,
u imeniocu propagatora. Dakle,

dik e—ik(x—y)
271')4 k2 —m? + ’lT]k'O .

Ap(z —y) = /( (6.11-1)

Proverite da su polovi podintegralne funkcije integrala (6.11-1) u kg = fwy —
in/2. 1z (6.1-6) i (6.11-1) imamo
or(x) = — g /d% e—ikx | /dyoeikoyo/dgy5(3)(g)€_igg-
(2m)4 k? —m? + inko
(6.11-2)
Integralei po yo, a zatim po ¥ i na kraju po k¢ u (6.11-2) dolazimo do

P
kT

g 3 €
br(®) = 73 [ ks (6.11-3)

Prelaskom na sferne koordinate u k prostoru (pri ¢emu se uzme da je ¥ = ré,)

nakon integracije po 6 i ¢ dobija se (uz smenu k' = —k u jednom od integrala)
g /OO kdk —ikr

= - —_— . 6.11-4

PRl =~ i ) B 2 (6:31-4

m2
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Imk, ko
Rek,
+-im
Slika 1

Integral u (6.11-4) ima polove u kg = +im. Kontura integracije se bira (zbog
ponasanja eksponenta pri velikim k) kao na slici 1. Primenom Cauchy-jeve
teoreme, iz (6.11-4) dobija se

dp(z) = L™ (6.11-5)
Sto je trazeni rezultat.
6.12 Delovati sa i@ —m na S(x).

6.13 Fourier-ovom transformacijom jednacine (i —m)S(z—y) = 6 (x—y) dobija
se

(i — pe~PE=y) (6.13-1)

~ . 1
—ip(z—y) _

Iz (6.13-1) sledi S(p) = ’/er . Dakle Green-ova funkcija je

d'p  p+m ,
S(x —y) = / ~ip(a=y) 6.13-2
S T (0152)
Polovi podintegralne funkcije u (6.13-2) su py = £E, = £+/p?> + m?. Propa-
gator je
04 i
SF(.Z‘ _ y) — peiﬁ(f—ﬁ) / dp0p07 jp i + me—ipo(lo—yo) ’
P — Ep
F 0 P

(6.13-3)
gde je kontura integracije C'r definisana u zadatku 6.1. Primenom Cauchy-
jeve teoreme dobijamo

Sr(z —y) = PTD (B + piy' +m)e om0z — yo)
+(—Epfy + Py m)e BT (yy — )|
= [ [t mye e Doy — )
@2r)? ) 2E,

—(p — m)e? 0y — wo)| (6.13-4)
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Analogno se dobija
P
(2m)3 ) 2E,
—(—EN" +p + m)eiEWO*W] 0(yo — xo) . (6.13-5)

Salz —y) = o PE—7) [(Eﬂo 4 iyt 4 m)eiEr(@o—w0)

Ako uzmemo, jednostavnosti radi, y = 0 iz (6.13-4) i (6.13-5) dobijamo

i Bp ,
S — S = — ., Z(prprO) E 0 ; 7 9 9 _
F — P4 2n? ) 25,° (Ey” + piy’ 4+ m)(0(x0) + 0(—0))

i Bp ,
= - —= P Ep0) (B A0 4y . 6.13-6
(271-)3 2Epe ( Y T DY +m) ( )

Dakle
i 3p 0 ,
Sr—S1=—1 o (B + Py +m)e (6.13-7)
p

Delovanjem sa i@ — m na (6.13-7) dobijamo (i) — m)(Sp — Sa) = 0, jer je
(- m) (= m) = — m? = 0.

6.14 Integracija po konturi Cr ekvivalentna je integraciji po realnoj pg osi uz
smenu p? — m? — p? — m? + ie, gde je € mali pozitivan parametar. Prosti
polovi su u pg = £E, F ie. Tako imamo

1
3 ﬁ +m e~ P(z—y) iqy 0
y/dp /dp 2 2t e Oo)e 0
0
(6.14-1)
Nakon integracije po 7o i ¥ imamo
1
_9 /d }6+m —i(pozo—pT) §(3) (77 _ 0 6.14-2
o'y -0 || (6142
0
Posle integracije po p dobijamo
1
/ dpo 2p 000 ZGTHEM_ipony | O (6.14-3)
PE — m? + ie 0
0
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Nakon koris¢enja Cauchey-eve teoreme imamo

i iqT et 1Eqx
ba) = —o L [(—Eyo — 7 + m)e "0 ~o)
2E,
1
et —i1Eqx 0
+(Eqo — @7 +m)e”Fb(xo)| | | (6.14-4)
0
sto daje
—Eq +m Eq +m
_ Zg iqx | JiEqxo 0 —iEqx0 0
Tr)=——=¢€ e O(—xzp) + e e O
¥) = 55 M C o
¢+ G2 @1+ 1g2
(6.14-5)
Jednacina kretanja slobodnog masenog polja A, je
(978 — 00" + m*g" ) A, = 0 . (6.15-1)

Green-ova funkcija (koja je zapravo inverzni kineticki operator) definisana je

sa
(¢°0 — 0°0° + mQQpU)xGW(m —y) = 5(4)($ —y)ol . (6.15-2)

Ako uvedemo G, = ﬁ fd%e‘ik(a’_y)épa(k) u (6.15-2), dobijamo
(_ngpJ + kLT + ngPU)éUV — 55 (615—3)

Resenje jednacine (6.15-3) trazi¢emo u obliku épa = Ak?g,, + Bk,k,, gde su
A1 B invarijantne funkcije, tj. zavise samo od k% i m?. Zamenom pretpostavl-
jenog resenja u (6.15-3) i poredenjem odgovarajuéih koeficijenata dobija se

B 1 B 1
=kt k2m2  om2(m2 — k2)
Sto konacno daje
. 1 k.k,
GMV = m <_gl.tl/ + ;;L2> . (6.15_4)

6.16 Postupajuci kao u prethodnom zadatku dobijamo

S G 1A

G = =0 g hubo
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RESENJA 7

Kanonsko kvantovanje
skalarnog polja

7.1 Iz izraza za polje ¢ i kanonski impuls 7 = gb

—ikx +a (k,)ezkx} ’

1maimo
i (27)2
/d%gzﬁ(a:)e*ik'f _ oo {a(k/)efiwk/t_’_a]‘(_k/)eiwklt} ’ (7.1_1)
/ Brd(r)e *F = i(2m)2 “"7’“ [—a(k)e ™! + ol (=F)e™!| (7.1-2)

Iz (7.1-1) i (7.1-2) sledi

a(k) =

aT

N\C.O

(27T

N)\O«

Koristedi izraze (7.1-3) i (7.1-4) imamo

= l

o) ) = 555 e [ o (o), 60
+wp[d(z), 6(y)])




7.2

7.3
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1 . T O
N ( m)? \/WkUJk/ / dettormenr ik _k)x(wk + wir)
= 0O (k= K) . (7.1-5)

Pri dobijanju poslednjeg rezultata koristili smo istovremene komutacione
relacije za realno skalarno polje. To smo mogli da uradimo jer kreacioni
i anihilacioni operatori zapravo ne zavise od vremena. Direktnim diferenci-
ranjem dobija se

da(k) 1
dt (27r)

1 ifex T . .
o /dgxe”“” [zwng + iV — zm2¢] )

Ako u drugom sabirku dva puta primenimo parcijalnu integraciju onda, uz
da(k

relaciju w? = m? + 2 dobijamo = 0. Adjungovanjem predhodnog izraza

vidimo da ni af(k) ne zavisi od vremena.

Preostala dva komutatora [a(k),a(k)] = [af(k),a’(K)] = 0 , pokazuju se
analogno.

Koeficijenti a(E) i a*(l;) ne zavise od vremena, $to je pokazano u predhodnom
zadatku, stoga ih mozemo odrediti na osnovu (7.1-3) odnosno (7.1-4) koristeci
ot =0,7) 1 ¢(t = 0,7). Tako se dobija

ic

[N

a(k) = 53 (k) .

=(2m)

9

Skalarno polje je
c
t,¥) = —si t) .
6(t,7) = < sin(m)

Generalno, ako je na nekoj povrsi, o prostornog tipa zadato polje i njegov
izvod u pravcu normale tada je polje u proizvoljnoj tacki dato sa

o) = = [ [6@)A @ — ) = Aly — 2)90(x)]do"
Resite ovaj zadatak koristeé¢i gornju formulu.

Rezultat je

H: = / Blg(at(B)a(k) + b1 (B)b(F)) | (7.3-1)
Q:=q / d°k [al (F)a(R) — b (F)b(R)] (7.3-2)

(7.3-3)

e/l
Il
—
Q.

w
o~
k‘

—~
)
2
—
=~
S—
)
—~
o
SN—
_.I_
S
>
—~
=~
S—
(wl
—
=
N—
N—
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7.4 (uy,up) = 6@ (k — ), (up,ul) =0

7.5 Primenom (2.3-2) imamo
1 . 0o
(0] 10) = 50(0) / Bk +m? = 206@)(0) / dkk*VIE +m? |
0

Poslednji integral se smenom k = m+/t svodi na Euler-ovu beta funkciju

(0] H 0) = 7rm4(5(3)(0)B(2, —2) = —T(s@)(om—m :

7.6 Koristicemo izraze za odgovarajuce operatore iz zadatka 7.3 i komutacione
relacije iz zadatka 7.1.

(i) Direktnim racunom imamo

0] = ooz | 7 [ Ba),alB)e™ = + ol (£)e"]
1 3k

(27)3 \/mk“ (—a(/g)e*““ + aT(E)eikx)
- (7.6-1)

Do istog rezultata moze se doci polazeci od zakona transformacije ope-
ratora polja ¢ pri translacijama. Naime,

dlx +€) = o(x) + 0,0 . (7.6-2)
Sa druge strane je
oo +€) = o(x)e™" = ¢(x) +ie" [P, d(z)] +o(e) . (T.6-3)

Iz (7.6-2) i (7.6-3) dobija se (7.6-1).

(ii) Prvo pokazati da je [P,,¢"(z)7%(x)] = —id,(¢*(x)n’(z)). Sa druge
strane proizvoljna diferencijabilna funkcija F(¢,7) moze biti razvijena

ured F(¢,m) = Y4, Capdn’. Rezultat je
[P, F(¢,m)] = —i0,F .
(iii) [H,a!(F)a(@)] = (wi — wy)a' (k)a(q)

(iv) [@,P"]=0
(v) [H,N]=0
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(vi) [ d3z[H, ¢(x)]e P = (277)%\/% (_CL(me—iwpt n aT(—ﬁ)eiwpt)

(vii) Prvo pokazati da je

(H,A] = = [ g, (@] (@) + '@ (@) -

[1H, 4], 4] =2 [ & e, (D)
[...[H,A],...A]=0.
Primenom Baker-Hausdorff-ove formule dobija se

(O] A HeA |0) = /d3qwq|f(cj)|2 .

Stanje |¢)) = e |0) naziva se koherentno stanje. Primetimo da kvadrat mod-
ula Fourier-ove amplitude klasi¢ne funkcije f(Z) na neki nac¢in zamenjuje
broj ¢estica u prethodnom izrazu. Koherentno stanje je kvantno stanje koje
je "najpribliznije” klasi¢nom stanju opisanom distribucijom f(x).

7.8 Operator angularnog momenta je
M"Y = /d?’x(x“To” —z"T") .
(i) Direktnom zamenom imamo
My (@) = [ d*ylya(0,6 = g0,L) = (60,6 = gouL) 6()] . (7.81)
Dalje, lako se pokazuje da vaze istovremene komutacione relacije:

[£@y). 6(@)] = =8 (E = g)m(7) ,
T ()0 (y), 6(x)] = —i0up0 (& — ) = ibuom(2)0 (T — 7).

Zamenom poslednja dva izraza u (7.8-1), nakon integracije dobija se

(M, §(2)] = (2,0, — ,0,)9(x) (7.8-2)

Do istog rezultata mozemo doé¢i polaze¢i od zakona transformacije polja ¢
pri Lorentz-ovim transformacijama

B M ) o M (AL ()
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(ii) Izracunajmo prvo komutator [M,,, B:
My Pl = [ dalw,To, = 2, Ty, R
= [ @@ (@[T, Po] = 20 [Ty, Po)
= i/d?’:p(xuaoTo,, — %&)Tou)
= @'/d?’x (—xuaiTil, + ary@-Tiﬂ)
= @'/d3x 9uT", — gil,Ti#)
_ / &z (T = 90T — T + 90,77,

= _Z(g,uOPV gVOP,LL) . (78_3)

U (7.8-3) koristili smo zadatak 7.6 (ii); jednacinu kontinuiteta 9,7 =
0; da bi na kraju izvrsili parcijalnu integraciju. Za A = ¢ potrebno je
izvrsiti parcijalnu integraciju. Rezultat je [M,,, P;| = —i(gi, Py — 9in P).
Dakle,

(M, PA] = i(gw Py — g B) - (7.8-4)

(iii) Izracunajmo prvo [M;;, My]. Lako se vidi da je
My M) = [ dad’y [2:(2)0,6(x) — 2j60(@)0i0(),
b (1) 06 (y) — nid(y) e (y)]
= [ dady (aupld(@)350(x). )10 y)

—zio()9;0(), 6(y) Ok (v)]
—zykld(2)0id(x), d(y) 0o (y)]
+2u[¢(2)0:0(x), b)) (y)]) - (7.85)

Primenom komutacionih relacija izmedu polja, ¢ i impulsa m = ¢ do-
bijamo

My, My = i / Brdy
iy ($a)0n0ty >aa (& — ) — () dy0() 0P (7 - 7))
—ziyn ($(2) e (y)970P (& — ) — (y)
—j ($(@)Dud ()26 (T — ) — d(w)o,
a1 ($(x) Ok (y)0F 8™ (7 — (v)
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Ako dalje iskoristimo relaciju
O 0O(E = §) = 08,0 (& — §)
dobi¢emo
[Myj, My = —i / Prdy
i (3()0r0(y) 06 (7 - (
—ziy1 (3(2)0kd(y)0Y6™ (F — ) — ()0 0(w)050) (T — 7))
— 25y (A()0r0(y)0Y0 D) (T — §) — d(y)Did(2)07 6P (7 — 7))
taiy (H@)hd()0LO 7 ) — dw)00()o 0@ - ) |

%%1
@
\_/
|
-
—~
<@
SN—
L
—~
S
S~—
iS5
5]
[«%
c
8y
|
<y
~—
N—

Parcijalnom integracijom u poslednjem izrazu dolazimo do

(Mg, M) = =i [ d'x|gyu(wid(@)0io(x) - 2id(x)00(x)

+9¢z($k<é( x)0;0(x) — $]¢($)ak¢($))
i (;0(2) () — 119(2)0;())
+g51(2:0(2)Opp(x) — Tp(2)0i0())
= i(gjMa + guMjr — gieMj — g M) - (7.8-6)

Preostala dva komutatora [M;;, Moy] i [My;, Mok] racunaju se slicno te
ih ostavljamo za vezbu.

7.10 Trazeni komutator je
Q. Q) = — [dadyrish,,
[¢I< )65(x) = 1 (2)d5(2), 6L (1) dn(y) — & (1) In(y)] -

Primenom istovremenih komutacionih relacija dobija se
Q. Q= [ @ (3176~ o, 716)

Uz [7%, 7%] = 2ie%*°7¢ dobijamo trazenu relaciju.
Kao i u prvom delu zadatka iskoristite istovremene komutacione relacije i
izraz za proizvod dva trodimenziona e simbola. Tako dolazimo do komuta-

cionih relacija su(2) algebre, [Q¢, Q%] = ie®Q° .
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7.11 Dilataciona struja je
gt = ¢d"o + 20" 0,0 — Lat .

(i) Generator dilatacija je
3. in i L 000y i
D= [ (9o +a'0,06 + 52°((9)* — 960'0))
(ii) Komutator je

D,0()] = [ dalo(@)m(@) + a'ndi0

b At = 200606, o(y)]

= [ dx(9(@)ln(x), oy)] + 2 () v (), B(y)]
+ 2'[r(2), ()]0:0())

gde smo izostavili nulte komutatore. Primenom komutacionih relacija
Imamo

(D, ¢(y)] = —ip(o(y) + 4 m(y) + y'0;¢)
= —ip(¢(y) + ¥"0,0(y)) = —ido¢ .

i)

Sliéno se pokazuje i
p|D,m(x)] = —ip(2m + 210, m) = —idom .
(iii) Na osnovu prethodnog dela zadatka imamo

p[D,¢2] = p([D,¢]¢—|—¢[D,¢])
= —i((600)p + ¢do) = —ido(¢?) ,

odnosno

p[D, ¢*] = —ido(¢")
Sliéno je i

p|D, ] = —ido(m?) .

Proizvoljnu analiticku funkciju mozemo predstaviti u obliku

F((bv 7T) = Z Cab¢a7rb )
ab
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pa je
MDJWZPXEM ¢l

= chab( (¢’ + ¢'[D, 7")

= —zzcab(ao )" + 65 (x"))
= 50(%;0,11) fort)

= —i0gF

(iv) Prvo ¢emo razmotriti slucaj p = i:
D, Pl| = / &z [D, 70 ¢)
/ d*x(r[D,0'¢] + [D,7)0'¢) .

Ako dalje iskoristimo (ii) deo ovog zadatka imamo

D, P| = —i / d*x(2m + woom + 99;m) 9
+ w(282¢ + 2% + xf'aiaqu) . (7.11-1)
Primenom Klein-Gordon-ove jednacine 9y = —9'0;¢ drugi ¢lan u prethod-

nom izrazu je
) . 1 )

- / Bra9,0" 0 = / da2"04 600’6 = / B2 (190,00 ) |
gde smo u prvom koraku izvrsili jednu parcijalnu integraciju. Kao sto
se vidi ovaj ¢lan je povrSinski i moze biti ignorisan. Lako se pokazuje
da je i pretposlednji ¢lan povrsinski. Sliéno je i

/ Prridndip = —3 / Pordid — / Praind;o' .

Zamenom poslednjeg izraza u (7.11-1) dobija se

[D, P'] = —iP".
Komutator [D, P°] = —iP° pokazuje se sli¢no.
7.12 Prvo pokazite da je
6,0, F = x " (FT*T* — T°FT* — T*FT" + T*T"F) . (7.12-1)

Primenjujuéi (7.12-1) dva puta dobija se [8,, 6, |F = i f®x n’[F,T] .
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U vakuumsku oc¢ekivanu vrednost zamenite izraz za polje ¢ gde se ¢ izrazi
preko anihilacionih i kreacionih operatora. Od cetiri sabirka u dobijenom
izrazu jedini nenulti je ¢lan proporcionalan sa (0] a(k)a' (k') [0) = 6@ (k— k).
Tako se dolazi do

1 o

<0| (bf(t)(bf(t) ’0> = 5@ / d k /d?’xe*erlkz)

Integral u zagradi je Poisson-ov integral pa je
1 3k w2
016505 (1) 10) = 5oz [ e
0160050 10) = 35 [ e
1 kK2dk 2
= e
en?) ViEtme

Smenom k? = t poslednji integral postaje

1 o tdt
0 pr(t)ps()|0) = — | ———=e"
Olos )50 10) = g | i
2 2 2
_ M m22a) moy e I
1672° {Kl(m) Ko(og

gde su K, (z) modifikovane Bessel-ove funkcije treée vrste. Primenom asimp-
totskih razvoja:

)|, (7131

K1 (CL’) =
Ko() = —(log(z/

SEE

Y

) +0,5772)

\)

za x < 1 dobijamo

(01 65 (1)5(1)10) = 5 .

u limesu m — 0.

Operatore L,, i L, izraziti preko operatora o/, i primeniti zadate komutacione
relacije.

Nakon jednostavnog racuna dobija se
1

OH{6(). 6} 0) = 55572

_ 0 _ —_ 0|7 _77] —_ o0 |77
— k(W2 +E—=ql) 4 ik(®—y0—|Z—g]) _ ik(z®—y +|E y\)) _

7 hme_@/ dke™¢ ( ik(y? O~ |7~4)

Integrale u prethodnom izrazu regularizovali smo uvodenjem e kao regular-
izacionog parametra. Posle integracije potrebno je da uzmemo da ¢ — 0.
Tako dobijamo

1 1

(0l {¢(2), 0(y)} |0) = TR
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7.16 Neposrednim ra¢unom se pokazuje da je

(p(z1)P(2)P(3)P(24)) = (P(71)P(3)) (P(72)P(4))
+ (D(21)P(24)) (P(22)P(23))
+ (p(21)9(72)) (D(x3)P(74)) -

Ovaj rezultat je posledica tzv. Wick-ove teoreme o kojoj ¢e biti reci u desetoj
glavi ove zbirke.

7.17 U dve dimenzije realno skalarno polje je

o0 dk
o(z) = [m \/m[@(k’)

e—ik#x“ + aT(k,)eikM:c“} 7

pa je

1 o0 dk j —x0)—1 —x
(8(z)o(y)) = E/_oo mel"“"!ﬂ) 0)=ikly—z) (7.17-1)
Ako dalje uvedemo oznake yg — xg = 7 1 y — x = r prethodni integral postaje
1 o0 dk ik(T—r ik(T+r
G@)ow) = o [ F(H ) (1r2)
Ako integral u (7.17-2) oznacimo sa I, onda je
o1 _ Ry o —ck [ ik(T—1) ik(T+r)
5 = Ehmeﬂo/o dke (6 +e )
1 T
Iz (7.17-3) je
1 72 — 12 1 (x —y)?
=——1 =——1
(¢(2)d(y)) = -~ log 2 e

gde je p integraciona konstanta koja ima dimenzije duzine.
7.18 Diferenciranjem (0| T'(¢(x)d(y)) |0) po xy dobija se

Oy (0] T(¢(2)(y)) [0) = d(z0 — o) (0] [(x), ¢(y)] |0)
+ 0(z0 — o) (0] 920 ()0 (y) 10) + 0(yo — x0) (O] $(y)Duy () [0) -

Prvi sabirak je jednak nuli zbog istovremenih komutacionih relacija. Jos
jednim diferenciranjem po xy dobija se

Oro (01 T((2)(y)) 0) = (2" — y°)[m(x), d(y)]
+ 0(2" —3") (0] 0% b () (y) |0)
+ 0(y" —2°) (0] 6(y) o) |0) -



7.19

Glava 7. Kanonsko kvantovanje skalarnog polja 135

U prvom c¢lanu mozemo da primenimo istovremene komutacione relacije.
Tako dolazimo do

0% (0] T(p(2)d(y)) [0) = —id™(x —y)
+ 0(z® — %) (0] D20 p(2)9(y) |0)
+ 0(y° — 2°) (0] ¢ (y) D% B(2) 0) .

Na osnovu predthodnog izraza imamo

(O, +m?) (0] T(9(2)9(y)) [0) = —id(x —y)
+ 0(zo — o) (0] (T, + m?)d(z)e(y) |0)
+ 0(yo — 70) (0] &(y) (O + m?*)(2) [0)

odakle imamo
(B, +m?) (0] T(d(2)9(y)) |0) = —i6W (2 —y) . (7.18-1)
(i) Zamenjujuéi izraz za ¢ u U(A,a)d(x)U (A, a) = ¢(Az + a) dobija se

>k S oo
—————U(A, a)(a(k)e™™ + o' (k)e** ) U YA, a
| ety Vo) (a® (B )U~" (A, a)
d*K ERY, ik
= [ ———(a(k)e ™ Ot oI (])e™ Aete)) (7191
| et s e® (k) ). (7191
U integralu na desnoj strani (7.19-1) potrebno je uvesti smenu k’“AM” =
k”. Kako je d®k/(2wy,) Lorentz-invarijantna mera (zadatak 6.3) to je

dgk?/ . We! d?)l

\/Zwk/ N 2 W .

Primenom inverzne Fourier-ove transformacije slede trazene relacije.
(ii) Lako se vidi da je
U(A,a) ki, k) = U, a)a (k) U™ (A, a)U(A,a) - -

—

- U(A, a)a' (k,)U™Y(A, a) |0)

We! s Wgr - worw v
— ¥€m#A v (kY 4. +k7) |A]€1, o ,Akn> )
wkl PR wk

n

(iii) Na osnovu izraza (7.3-1) 1 (7.3-3) i (i) dela ovog zadatka imamo
U(N)P*U-L(A) = / ErkrU (A)at (F)a(R) U (A)

— / Bkt o' (AR)a(Ak)

W
= AL [ @R (R)aR)
= AMPY,
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(i)

gde smo u drugom redu uveli smenu £* = A #k™ u integralu.

Prvo pokazati da je U(A)[¢(z), ¢o(y)][UH(A) = [¢(Az), ¢(Ax)], a zatim
da je [¢(x), #(y)] = iA(xz — y). Takode proveriti, na osnovu integralnog
izraza-zadatak (6) da je A(Ax — Ay) = A(z —y).

U zadatku 7.3 dobili smo energiju skalarnog polja
H = /d?’kwkaT(lZ)a(l;)
pa je
PHP ' =¢He ™ = H+[A H] + ;[A, [A, H]| + ...,
gde je A= =% fd%(a*(cj’)a(cj’) - aT(cj)a(—q_’)). Prvi komutator je
(A, H] = —i;r/d3kwk<aT(E)a(—E) —al(~R)a(R)) .

Nakon smene k — —k u drugom integralu dobijamo [A, H] = 0. Jasno
je da su i ostali komutatori u (20) nula pa je

[P,H]:O,

Sto je trazeni rezultat.

Po¢i od resenja zadatka 7.8 i primeniti slican metod kao u prvom delu
ovog zadatka.

7.21 7Pr ! = —15, THr'=H
7.22 Pokazati prvo da je C¢' C~! = nie, CrC~! = nem i Cn' C~' = e



RESENJA 8

Kanonsko kvantovanje
Dirac-ovog polja

8.1 Primenom datih antikomutacionih relacija antikomutator i.S,,(x—y) = {0 (), ¥y (y)},

gde a,b=1,..,4 postaje

{Ya(@), ¥(y)} 57~55(3)( —4q)

(ua<15: T)'Zj,b(q_: S)e (qy*pz) + ,Ua<p’ T>@b((jy S)e*i(qyfpx)) .
Primenom zadatka 4.4 imamo
L
(2m)3 ) 2E,
5+ e 5 G ] | (511

{¢a(2). O(y)} =

Poslednji izraz se lako prepisuje u obliku

_ 1 d3p . )
nAaT —ip(z—y) _ ip(z—y) -
{al@): Bow)} = (9705 + M s | 57 [ ePeV] L (8.1-2)
odakle vidimo da je A(x —y) dato u zadatku 6.6. U sluc¢aju xy = yo potrebno
je da u drugom ¢lanu izraza (8.1-1) napravimo smenu p — —p nakon koje
dobijamo

d3p ip(

)¢ T = ()wd(ZT—7) . (8.1-3)

{3 @), () ey = () |
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8.2 (i) Na osnovu drugog dela zadatka 4.28 i primenom normalnog uredenja
dobija se trazeni rezultat. Da smo u procesu kvantovanja spinorskog
polja koristili komutacione umesto antikomutacionih relacija za energiju
polja dobili bi

H= Z/d3pEp (ci(ﬁ, r)e(p,r

SN—
|
g‘—i—
—
Sy
5
N—
.
—
=y
5
N—
N———

odakle vidimo da spektar energije ne bi bio ogranicen sa donje strane
Sto je fizicki neprihvatljivo.

(ii) Lako se vidi da je

1 m

(H.) =5 (g | a1 B

+d'(p,r)d(P,r), e(q, 5)u(q, )™ + d'(q, s)v(q, 5)e'™]
! m D o g —iqx
= Z (2)3/2 /d3pd3qu\/;5rsc5(3)(p — P[=clp,r)u(q,s)e™™
q

r,8

+d' (P, r)v(g,r)e™] = Z/ (;T]))% \/@[ — o, F)u(F, r)e

+d (5, r)o(5, r)e™ |
0P

= —1—

ot
8.3 [H, (7, )c(f, 1) = 0
8.4 Varijacija forme spinorskog polja je

Sot) = 0 — 6" O1p =

i
= ——wo, — W, 0 =

4
L. 0
= §w (xual, — 2,0, — §UW)¢ )
Sa druge strane je dgy) = —%w"”Mww odakle se dobija trazeni izraz za gen-

eratore.



Glava 8. Kanonsko kvantovanje Dirac-ovog polja 139

8.5 (i) Primenom [AB,C] = A{B,C} — {A, C'}B dobija se
My ta(@)] = [ dy[i(y — D) + 50}, e(0), ()]
- —/d39{¢g(y)a¢a($)}(2(yu5u - yl/a )+ 10#1/) wc( ) .

Primenom istovremenih antikomutacionih relacija

{0l ), Ya@)Hao=yo = 8 (T — )

dobija se trazeni rezultat. On je posledica zakona transformacije spi-
norskog polja pri Lorentz-ovim transformacijama.

(ii) Zamenjujudi izraze za angularni moment i impuls Dirac-ovog polja do-
bijamo

(M., P,] = i/dgxdgy{zbl(x)(i(x#ay —2,0,)
¥ 5ow) ,0u(e), v )0 (v)]

Primenom antikomutacionih relacija imamo
(M., P, = i/d?’xd?)y(wl(x)(i(aruay —2,,0,)
1 — —
+ 50w) 00 @~ DOpn(y)
S . 1

— L)Y T — §)0ac(i(2,0, — 1,0,) + iawabwb(:c)) :

Dalje ¢emo analizirati slucaj p = 7, v = j, p = k. Poslednji izraz postaje
My, B =i [ da(igny' o — igat' o) |
gde smo izvrsili integraciju po . Lako se vidi da je
[Mij, Py] = i(gjx P — ginFy)-

Preostali slucajevi pokazuju se analogno.

8.6 Operator heliciteta je
1 ap
S — —/d?’x ot T2y 8.6-1

. . . T . .~ .
Zamenom izraza za polja 1 i ¢ u prethodnom izrazu, nakon mnozenja, nor-
malnog uredenja i koriséenjem ¢injenice da su u,(p) i v,.(p) svojstveni spinori
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operatora %p/|p] sa svojstvenim vrednostima (—1)"T%, (—=1)" respektivno

(zadatak 4.7) imamo
/ Epd3q
\V P

[ (@)es() (= 1) uf (@us (p)e @)
+ c*(@dl(@(—1)8ui<q”)vs(ﬁ)e“q“”x
((j)cs(ﬁ)(—I)SHUI(Q)uS(ﬁ)@—i(Hp)x
- d*(@dr(@(—1)Sv1(q)vs<mei<p—q>w] . (8.6-2)

Integracijom po Z i primenom relacija otrogonalnosti

7’51

WD) = D) = 2o, PP =0, (363)

preostac¢e samo prvi i poslednji sabirak u (8.6-2). Integracija po ¢ daje

1 2 /d3 r+1 (mcr(ﬁ)‘i_di(ﬁ)dT(ﬁ) . (86_4>

Zadato dvocesticno stanje je svojstveno stanje pomenutih operatora. Pri-
menom izraza za hamiltonijan iz zadatka 8.2 imamo

H (@, m1)c (52, 72) 0)
= 3 [ @B, (cl(pe )
Al (P, ) 10) (8.7-1)
Komutiranjem c,(5) sa ¢, () imamo
ct@)er(P)el, (Br)el, (52) 10)

— 6,00 (F = Gl (Pl (72) [0)
— @)l (B)e(B)el, (52) |0) (8.7-2)

Komutiranjem c¢,(p) sa C,Tn2 (p2) u drugom ¢lanu dolazimo do

L el (el () 0
— 5,0 (F— Bk (P)el, () [0) — cL()el, (71)0,1,0) (5 — ) [0)(8.7-3)

Lako se vidi da je

di (), (D)ef, ()cl, (72) |0) = 0 . (8.7-4)
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Zamenom (8.7-3) i (8.7-4) u (8.7-1) nakon integracije po p’ imamo
Hel (py, 1)e! (B2, 72) [0) = (Epy + Epy)e! (1, 11)c! (B2, 72) [0) . (8.7-5)
Slicno se dobijaju i vrednosti za naelektrisanje:
Qc! (B, m1)c! (B, 72) 10) = 2ec! (51, m1)c! (B2, 72) 10) (8.7-6)
i helicitet

Sp (B, r1)c! (P2, 12) |0)

1 — —
= 5((_1)7"1+1 + (_1)T2+1)CT(p1’ T1)CT(p2,7’2) |0> ) (87—7)
Dakle, energija, naelektrisanje i helicitet stanja |pi, r1; pa, r2) su
1 r1+1 ro+1
Epl + Epzv 267 5((_1) + (—1) ) s (87—8)

respektivno.

Trazeni komutator je
Q@) = [ Padyrinhlul (20,0, viw)ily)
= & [ Pyl @) )i — UL )0 ()53 - 9
= 1 [ datwingrin — vl
-3 / P!, 7y
/d%WTCw ieeQe
Generatori Q zadovoljavaju komutacione relacije su(2) algebre kao sto smo

ocekivali.

Naboj koji odgovara dilatacionoj struji nadenoj u zadatku 5.18 je
. . 3 ‘ .
D= / B’ — i / d%(ﬁ% + Y — PP 0y) (8.9-1)
Izrac¢unaé¢emo komutator operatora D sa operatorom tro-impulsa, P!

D, P = — [ dady[ St @)o(e) + 20 ()00 (2)
— 2"(x) Jw ), ¥ ()0 (y)] - (8.9-2)
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Prethodni izraz rastaviéemo na tri komutatora. Prvi od njih je

[ (@)e(@), v ()0 (y)] = [Wl@)ea(x), ¥hy)I0"u(y)
+ Ui(y) Wl )¢( ), 0"y (y))]
= ¥l (@) {va(x), ¥ ()} U (y)
— W) {Wi@), 0p(y) Yale) |

gde smo izostavili nulte antikomutatore. Antikomutacione relacije daju

W (2)(x), (y)aw)] |
= (@)Y (y)6® (T — §) — T (Y)Y (2) P (T — 7). (8.9-3)

Preostala dva komutatora racunaju se slicno:
(0! (2)0;0 (), w <y)aw<y>]
"(@)8"(y) 07 6T — 7)
()0 >815<3< —9) . (8.9-4)

@*@

e 9,000 100
= () 0 ()30 (F — )
oy G

) 050 (x )825(3) (8.9-5)
Zamenom (8.9-3), (8.9-4) i (8.9-5) u (8.9-2) uz primenu
5Nz — ) = =0k (7 — 7)) (8.9-6)
i parcijalnu integraciju dolazimo do
D, Pi] = / Brptoip = —iPt | (8.9-7)
Slicno se pokazuje i
[D, P’ = —iP° . (8.9-8)

(i) Primenom jednacine (5.G) za tenzor energije implulsa dobijamo
Top = Z'Q/_}’Vaaﬂw - gaﬂ(ilﬁ@# - 9121;2/1) :

Diferenciranjem prethodnog izraza, uz primenu jednacina kretanja, lako
se dobija

OaTaﬁ = 291’/@@2@/] .
Cinjenica da je 9°T, op 7 0 ukazuje na to da teorija nije translaciono
invarijantna, sto se vidi direktno iz lagranzijana. Energija i impuls nisu
oc¢uvani u ovoj teoriji.
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(ii) Po definiciji imamo
= /d?’:v(—i%j i+ gatv)
Pit) =i / By Fap

pa je

P&, PO)] = [[dady (1 270, 2). 0 (90" (t, 7)
+zgx[ ot w( > <t zf)aw,zz)])
=[] dady (0ol 2)0s00(, ), (8. ) (2, 5)

+ iy [y (t, B)hu(t, T), ¥ <t,z7>awc<t,g>])-

Komutatori u prethodnom izrazu nalaze se slicno kao u prethodnom
zadatku pa je

[P°(t), P'( /d3 — D;py O + D'y 00
+ iga? (Do) + 0py))
_ / PP x(—8; (VY ) + igad (Yy))
= —2ig / >z

gde smo odbacili ¢lanove koji su totalne divergencije.

(iii) Lako se dobija 0,M"? = 0, to je posledica Lorentz-ove invarijantnosti
teorije.

8.11 (i) Pod dejstvom Lorentz-ovih transformacija na komutator dobijamo

UN)[T*(x), J* ()T (A)

= U(N)a(@)a0(2), 15( )%ddid(y)] () (8.11-1)
= [Ua(2)U Ut (2)U ™, Udbe(y) U™ eUba(y)U '] -
Ako dalje iskoristimo relacije
UAN)P(z)UH(A) = S™HA)p(Az), (8.11-2)
U(A)Yd(2)U(A) = B(Az)S(A) (8.11-3)
1 S71yrS = A" 47 iz (8.11-1) dobijamo
UM (), J" IV (A) = A A [J7(A), J7(Ay)], - (8.11-4)

¢ime smo pokazali da je dati komutator Lorentz kovarijantan.
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(ii) Zbog kovarijantnosti datog komutatora mozemo preéi u sistem gde je
2" =y =t, ¥+# 4. Tako imamo
[Ju(t, T), S (t, 9)]

= (7 T )ab(’YO’YV)ch} (t )wb(ta f)7 ¢i(t, ?j)l/)d(t, g)]

= (707#)%(7071/)0 (%Zf ( ){wb@? f)v 1/11 (t> ?j)}wd(t? Zj)

— I, DV B), bat, §) () ) (8.11-5)
Primenom antikomutacionih relacija u poslednjem redu (8.11-5) dobi-
jamo

[Ju<t7 f)v Ju(tv ?7)]

= (w(ta f)%%%wta f) - w(ta f)%’Yo’YMﬁ(ta f)>5(3) (f - Zj)

Kako je & # i to je 6@ (f — ;J) = 0. Na osnovu kovarijantnosti za-
kljucujemo da je [J,(x), J,(y)] = 0, tj. vazi princip mikrokauzalnosti.

(iii) Prvo pokazite da je

[%(90)7 J)b(y)] = (Z@x + m)ZAl(x - y) ’

gde je
1 d3p
(2m)3 /) 2E,

Integracija po polarnim uglovima (u sluc¢aju zo = yo) daje

iA(x—y) = (e (@) 4 g (=v))

1 % dp psin(pr)

ot Jo P2

gde je r = | — ¢|. Smenom p = msinhu poslednji integral postaje

iAI (07 T)

m
7TQrKl(mr) :

/ dusinh usin(rm sinh u) =

22y

Dakle iA1(0,7 — i) # 0 odakle sledi da rezultat iz prethodnog dela
zadatka ne vazi.

8.12 Pokazimo prvo slede¢e VOV
1 d?

(a(@)inly)) = (21)? Qéj?(iﬂm)abe"'p(”‘y) : (8.12-1)
(@) ®)) = == [ LL(p— m)ppeen) (8.12.2)

(2m)3 /) 2E,
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Ako u izraz za <1/_)a(:1c1)wb(mg)@/zc(atg)@zd(m)> zamenimo izraze za Dirac-ova

polija, ¥ i ¢ dobijamo
<%uwwu9m@@@mn>
d’p;
27r /H

Tl T4

( <d102d304> UlaUZbUSCUZLdeZ(ipr7p2x2+p313+p4x4)

i(—p1w1+P2fE2—P3I3+p4fE4))
)

+ <d1d303€j1> U14U2pU3c U4
gde smo izostavili nulte ¢lanove. Takode, koristili smo notaciju
dy = dy, (P1), w1 = uy, (P1)
i slicno. Kako je
(dieadhicl) = 611301, 8% (B — 53)0P (B3 — )

(dydbesch) = 01y 0ryry 0P (51 — D2)0 (B — Fia)

i uz primenu izraza za projektore na pozitivno odnosno negativno frekventna
(zadatak 4.4) resenja dobijamo

@a(561)%(902)%(933)%(5?4»

d3p1d3p2
T (2m)S Z/ AE,, E,,

r1iT2

(1 — M) ealppa + m)pge™ PH 1740 ip2(r2m0)

1 d3p d3p —ip1(x1—x2)—ip3(r3—T
+ - Z/Q(ﬁl _m>ba(]b3+m>cd€ p1(x1—22)—ip3(r3—24) )

Koristeéi izraze (8.12-1) i (8.12-2) poslednji izraz prelazi u

(D) ()elws)0a(wa)) = — (Palwr)el(ws)) (Uo(w2)a(aa))
+ (Dalw1)tn(w2) ) (Ve(ws)Pala)) -

8.13 Zamenom (8.A-B) u komutator dobija se

Sty = 32/ M3Ji%h@ﬂWM@ﬂ3@ﬂdiﬁ

—c@ﬁc@mwwﬂ”
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Primenom antikomutacionih relacija poslednji izraz prelazi u
L~ H e
S "] = vy

- 2(217r)3 / @ p L S @, ) + o7, ()

gde smo iskoristili 4.21 i

o , P |
U(pa r)W/MU([% T) = _EU(]% T)U(p) ’f') .

Trazeni rezultat dobijamo primenom relacija ortogonalnosti (4.D).

Prvo ¢emo pokazati da je

(01T (¥a()n(y)) [0) = —iSpra(y — @) -
Po definiciji vremenskog uredenja uz (8.12-1) i (8.12-2) dobijamo

<O|T(&a(m)¢b<y)) |0> = (271T)3 /;ip

[(]5 — )€™V — yo)
- (¢+m)ba€ip(x_y)g(yo — 950)} . (8.14-1)

s

Na osnovu zadatka 6.13 vidimo da je desna strana izraza (8.14-1) jednaka
—iSppa(y — x). Sada imamo

(O] T((x)T%(y)) 0) = Lap (O] T(tha()e(y)) [0)
= —iLwpSra(y — ) = —itr [FSF(y — x)]

o odtyp o emlma)
_ _Z/ T ——— —tr[(p+ m)r|

Identiteti iz zadataka 3.6(ii),(iv) daju nam

tr{(zﬁ + m)%] = tr{(ﬁ + m)%%} =0, tr{(yﬁ + m)fyl;yl,} = 4mg, ,

iz ¢ega sledi trazeni rezultat.
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8.15 (i) U Weyl-ovo reprezentaciji je

Ve = (—i;(z@*) '

Uslov ¥y = 9§, onda daje ¢ = .

(ii) Neka je
_ X _ 2
,QZ)M_<_ZO_2X*) ’¢M_<—2.02(,0*> )

onda imamo
Vo = _iXTUZSD* +ix" o2
= —102aXa Py + 102abXaPb
= —?:O'QbagDZXZ + Z‘O—QbaQDbXa
= —i(pTO'QX* + igOTUQX = (5M1/1M .
U predhodnom izrazu koristili smo da su ¢ i y antikomutirajuée (Grassmann-

ove) varijable. Slede¢i identiteti se dokazuje slicno. Za naredni potrebno
je da primenite identitet oy0t0oy = #7.

(iii) Odgovarajuéi operatori su:

bas (77) = < T)jﬁd(ﬁ ) ) =

Antikomutacione relacije su:
{0ar(7,7), b3 (7, 9)} = 6,8 (7~ D).

{bar(B,7), 00 (@, 8)} = {by(B,7), 0, (T, 5)} = 0.

(iv) Dirac-ov spinor je ¥p = ¥y + by gde su ¢ o Majorana spinori. La-
granzijan je

L = i1 Py + ihaPihs — m(h1hr + Patha) + ei(hr Ahs — o Athy)

8.16 Pri delovanju Lorentz-ovih transformacija operator V,(z) = ¥(z)y,(x) se
transformise:

Vi = UM)Vu(2)UH(A)
= UN)(a)U (MU (M) () U (A)
D(Az)S (M), S~ (A)d(Az) = A"V, (Ax)
(8.16-1)
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jer je S, 571 = A" v, . Operator A,(z) = ¥(z)y30,4 () prelazi u

Au(x) = UM A @)U (A)
= UM)P(@)U ™ (A)1:0,U (A)b(2)UH(A)

= (Az)ys0up(Ax) |

gde smo iskoristili ve¢ poznatu relaciju Sv55~! = ~5. Kako je dalje 9, =
A0, to imamo

Au(r) — A A, (Ax) . (8.16-2)
Pri prostornoj refleksiji imamo
Vi(z) — PV,(2)P~' =T (t, —D)v00(t, — 1)
— ‘/O(ta _f)7 Za/JJZO

N {_th? _f)7 za jL =1
= Vi(t,—-2),

jer je PY(z)P~t = (Py(z)P~Y) 'y = (voto(t, —T)) o = ¥ (¢, =) . Slicno se
dobija i
PA#(I)P_I = _i(u _5)75a#w(t7 _f>
— { _1/_}<t7 _5)758(/)77&(15’ _f)’ za b= 0

O(t, —Z)ys0(t, —F),  zap=1i
— ARt —7) .

Iz Tep(t, )7~ = Tp(—t, ) gde je T antiunitarni operator vremenske inverzije
sledi 7(t, Z)77 1 = 71 (t, F)7 195 = YT (—t, T)TT;. Na osnovu toga je

TVt =N (—t, D) T (v07,) Ty (—t, T) . (8.16-3)
Ako dalje iskoristimo Ty, T~! = 4** dobijamo
TV ()77 = (=, B)yp(—t, &) = VH(—t,T) . (8.16-4)

Preporucujemo vam da do istog rezultata dodete u konkretnoj reprezentaciji

gde je T matrica data sa T = iy'+3. Potrebno je da pokazete

' ity = 4" (8.16-5)
Operator A, (x) pri vremenskoj inverziji prelazi u

—p(—t, Z)y0" ) (—t, T) = —A¥(—t,T) . (8.16-6)
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Iz izraza Cip(z)C = (Cyo)wti(x) sledi CC' = —,Cpt | gde je C
unitarni operator konjugacije naboja dok je C' matrica. Lako se pokazuje da
je
CVHC™ = —9.C 7, Cratla

- wC('yu)Z;lq%d

= ¢c£7u>dc¢d

= _¢d750¢6

= —Vu

Minus u pretposlednjem redu pojavio se pri antikomutiranju polja 1 i 1 uz
ignorisanje beskonaé¢ne konstante. Sli¢no se dobija i CA,C™! = (9,0y51)T

Lorentz-ova transformacija A deluje transformacijom sli¢nosti
UA)...U Y A)
na Dirac-ov lagranzijan :

L(x)UTH(A)
)1/7( YU A 0,U (M) (2)UH(A) = mU (A)ip(x)y(x) U~ (A)
Az)SH9,S "W (Ax) — mip(Az)SS~ ' (Ax)
DA O(A)Y A0 (Ar) — Y (Ax)i(Ax)
()", (Aw) — map(Ax)y(Ax)
Az) .
Prostorna refleksija lagranzijan, £ prevodi u

Pcpil = Zwi(tv _f)fyuaﬂ’yow(tu _f>
= (L, —D)(t, —7) |
Kako je
V10, = 7°7°0 +1°4'0; = 14", |
to dobijamo
PL(t,¥)P™' = L(t,—7) .

Za razliku od prethodnog zadatka gde smo koristili osobine matrica 7" i C
ovde ¢emo Kkoristiti eksplicitne izraze za njih. Polazeéi od

T, T)T 7 = iy U (—t, T) (8.17-1)
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dobijamo
)t D)t = Tt (t, Z)7

=~ (=, 2)(V) ()T (°)*

= —ip(—t, )7y .
Dalje je

TLrH = =i (=t D)y (V) Y (1, 7)
— mip(=t, D)7’y (-, T)

Primenom

() =7 () =71 ) == () =+,
antikomutacionih relacija izmedu v matrica i prelazeéi na diferenciranje po
primovanim koordinatama dobija se

T‘CT_I = ”75(_1% fwﬂafﬂﬁ(_t, f) - m¢(_t7 f)¢(_t7 f)
= L(—t,T) .
Konjugacija naboja operator i prevodi u

CaC™ = i(v" )] .
odakle se dobija B
CaC ™" = ithe(v*7")a -
Lagranzijan onda prelazi u
CLE™ = —ie(V*°V" ) a0l + My (VP17 )oat] -
Kako je
VA VPO = (=700 + 7' — 7?02 + 7 0s)0
to kintecki term postaje
—ithe| =10 + 7' 01 = 70> +7°0)| ta .
U Dirac-ovoj reprezentaciji je
()" =% () == (AT =72 () =
pa kineticki term postaje
it Outha = =0 arictle -
Ekstra minus u poslednjem izrazu je posledica antikomutiranja ¢ i ¢ uz
ignorisanje beskonacne konstante 6 (0). Tako dolazimo do

CLC™ = —id,py"p — mapy)

Sto je polazni lagranzijan do na ¢etvorodivergenciju.



RESENJA 9

Kanonsko kvantovanje
elektromagnetnog polja

9.1 Trazeni komutator je

(lar(R), ay (@)™ — [ay (k). ax(@)e ) |

gde smo nulte ¢lanove odbacili. Primenom komutacionih relacija, (9.G) kao
i relacija ortogonalnosti za polarizacione vektore, (9.D) dobijamo

1 — AV — t v ik(Z—7 ik(G—7
[Al (t,ZE),A (t7y)] - _2(271_)39# /d?)k(@ k( y)+ek(y )>

= —ig"sI(T — ) .

9.2 Prvo ¢emo izracunati trazeni komutator u Lorentz-ovoj kalibraciji. Pri-
menom komutacionih relacija i relacija ortogonalnosti, (9.D) dobija se

1 ek, ;
D = [AM(z), A (y)] = —g" - /—ﬁ ) I G|

Integral (9.2-1) lako se resava prelaskom na sferne koordinate (koristi¢emo
oznake xg —yo =1t,|¥ —y| =)

1 e T
DM (3 — ) = — g / ledk / 0
iD™(w =) g 2(2m)2 Jo 0

sin @ (efz(kt*lw cosf) el(ktfkr cos 9)) .
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Integracijom dobijamo

iD= y) = =g (3 =) = 6(t+ 1))

= —ig""D(x —vy),
£,
7

s DY (e — — kv _ -y A . - -
iD* (@ = y) = 9" e (00 =30 = | = §1) — 8o — v + |7 — 51))

)
= ggw‘f(xo - y0)5(4)(($ - 9)2) )

gde je

17 $0>y0
€(rg —yo) = {_1 Yo > o

U Coulomb-ovoj kalibraciji je A° = 0 pa je jedini netrivijalni komutator

. « Bhddq :
A'(x), A = e\ (k)ey
Al (@), AT (y) 2w%§3/wm@ ) (@)

([ax(k), ax (@)]e" ™= + [ay (), ax (@)’ ™) .

Primenom (9.E) dobija se

[Ai(z), A (y)] = 8 D(z —y) +1 (9.2:2)
gde je
1 d*k ,
- _ W hvadg( —itk(z—y) _ ik(z—y)
! 2(2m)3 / wp Wk ( c )
10 0 ;' |
_ v —ik(z—y) _ ik(z—y)
(271')3 31‘1 895] / ’E|3 <6 ¢ )
o 0

Integracijom po uglovima 6 i ¢ za funkciju H(x — y) dobija se

_ i dk ik(t—r)
He=9) =555 ), @l

_ e ik(tr) _ gik(tr) | e*@'k(t#)) ‘ (9.2-4)
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U poslednjem integralu k% u imeniocu podintegralne funkcije zameni¢emo sa
k? +¢€%. Ova smena je regularna jer podintegralna funkcija nema pol u k = 0.
Ako se jos u prva dva integrala uvede smena k — —k dobijamo

4 o dk —ik(t—r ik r
Hr=9) = =557 /_oo el et ) (9-2-5)

Dobijeni integral ¢emo izracunati primenom Cauchy-jeve teoreme. Ako je
r > |t|, onda (da integral ne bi divergirao za veliko |k|) konturu integracije
zatvaramo u gornjoj poluravni pa je

1
H = 27iR, e = —er/ et —et )
Sim2r O Simer (e —e™)
U limesu € — 0 dobijamo
t
© dmir
U sluéaju r < |t| pogodnije je da integral (9.2-5) prepisemo u obliku
1 o dk A ) )
H _ — / —ikt ( Jikr _ _—ikr ] 9.2-6
(=) 2i(2m)%r Jooo k2 + ¢ (6 ‘ ) ( )

Konturu integracije zatvaramo u donjoj poluravni za ¢t > 0, odnosno u gornjoj
poluravni za t < 0, pa je

I o— 1 z{ —Res_;e, t>0
 Sim?r Res;e, t<0
sgnt
S 9.2-7
dam ( )

Zamenom izraza za funkciju H u (9.2-2) dobija se trazeni komutator.

Komutatori izmedu komponenti jacina polja su kalibraciono invarijantni.
Najlakse ih je izracunati u Lorentz-ovoj kalibraciji potencijala. Komutator
izmedu komponenti elektricnog polja je

[E¥(2), B (y)] = QL5 A" (), A'(y)] + 00 A (), Al(y)] ,  (9.3-1)
gde smo izostavili nulte ¢lanove. Na osnovu zadatka 9.2 dobija se
(B (), B (y)] = (0,0} — 6;;0,0,) D(x — ) -
Komutator izmedu komponenti magnetnog polja je:
[B'(x), B'(y)] = €M™ gpop [A(x), A" (y)]
= ieiklejmlﬁ,f@%D(x —v)
= i(§95km — §™mERNGTOY D(x — y)
= i(=69V2+0707)D(x —y) .
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Sliéno se dobija i
[E'(x), B’ (y)] = ie" 0 D(x — y) -

Pokazite da su prethodni komutatori jednaki nuli za zy = yo. Takode
proverite da se prethodni izrazi dobijaju u Coulomb-ovoj kalibraciji.

9.4 Prvo ¢emo naé¢i komutator hamiltonijana sa potencijalom A”:
1
[H,A(@)] = - / Bylrin, + VA'VA,, A (2)]
1 12 12
= =5 [ @y(F @) maly), A7 @)] + [ @), A" @)malv)

1 L Ny
= =5 [ @O - ) (v W)(—=g; — i mv))
= in’(z) = —id" A" .
Sliéno se pokazuje i komutator operatora A" sa operatorom tro-impulsa elek-

tromagnetnog polja,
[P, A" (x)] =iVA” .

9.5 Helicitet ¢emo odrediti na osnovu ponasanja vektora polarizacije, e‘(‘ i)(E) pri

rotacijama za ugao 6 oko ose k/|k| = €,. Naime,

1 0 0 0 0
. |10 cosf® sinf 0 1/\/§
@ = Alb)exr = 0 —sinf cosf 0| +i/v2
0 0 0 1 0
0
_ 0 1/v2 _ kb

0

odakle se vidi da je helicitet A = +1.
9.6 (i) Pokazite prvo da je

[as(k) — ao(k), a3(@) = ap(@)] = 0 .

primenom komutacionih relacija. Na osnovu toga je <®n‘<bn> = Ono-

(ii) Postoje samo dva nenulta ¢lana u izrazu (®| A* |P) :

(D] AP | D) = CEC (Do A" |B1) + CoC (1] A* |By) .
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Pokazite da je

d3k e > -
(o] A" @) = ———— / T e (e (F) + ety (B))
2 ’k;
Kako je
b B K
€0y (k) + €3y (k) = B

to dobijamo
(O] A* |D) = O*A

gde je

d*k * N\ —ikz * N ik
/ (CoCaf(Re™™ = CoCrf (R)e™) .

21k |k\

9.7 Zadate velicine su projektori na bezmasena stanja heliciteta +1 odnosno 0.
Rezultati su P*P,, = P¥, P\"P,,, = P! 6 P" + P =¢", ¢"P, =
2, g“”Pﬁ =2, PP =0.

9.8 (i) Komponente M* smo primenom Noether-ine teoreme nasli u zadatku
5.16. Na osnovu toga (u Coulomb-ovoj kalibraciji) dobijamo

J= i [ @At ot Ao ar)
ii) Spinski deo uglovnog momenta je
) Spinski d | i
St = elij/dsxAin )
Zamenom izraza za potencijal dobijamo
St = LS [ k(= Bk (—Fras Fay (e
+ €

Prvi i poslednji sabirak su simetri¢ni pri zameni indeksa ¢ i 7 (Sto se
lako pokazuje nakon smene A\ — X, k — —k), pa posle mnozenja sa
antisimetri¢nim e simbolom daju nulu. Tako dobijamo:

§=1 Z / K (E(F) x &(8)) (ah (Fax (k) — a}, (Rax()) -

)\X
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Kako je & (k) x &(k) = k/|k| to imamo

Prelaskom na operatore ai(lg) definisane u zadatku, spin S prelazi u
dijagonalan oblik

Iz prethodnog izraza je jasno da je
A= / dk(al (B)as (k) — a’ (Fa_(F)) .

operator heliciteta.

(iii) Primenom komutacionih relacija (9.J) dobijamo

lal (), ax(q)] = =¥ (k — q)
odakle je
Aal(@)10) = [A,al(q)]|0)
— / B (F — Q)a’.(F) |0)
= +a,(9)0) .
(iv) Komutator izmedu angularnog momenta i potencijala je:
L ATLE)] = [ dy [ ), A7 (7)) A7)
+ Y [AM(t, ), A" (t, )]0 A" (¢, )
_ i / Byo®) (7 — ) (5nin(t 7+ YA 7))
fnkm
3 lk
y/d ke Opm — ?>
(6jnAz<t,y> Ty OANL)) (9.8-1)

= —ZE

Clan koji sadrzi k"k™ /k? jednak je nuli sto se lako pokazuje:

/ &y / d%knfm R (A6, + yf 7 A")
k9
)= g

= [y [ @r(A5, 4y A FEDY (9.8:2)
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Primenom parcijalne integracije u (9.8-2) dobijamo da je predhodni
izraz jednak nuli (uz Coulomb-ov kalibracioni uslov). Iz (9.8-1) onda

dobijamo o
[J5, A™(t, T)] = ie™ A (7 x V)!A™ .

9.9 Jacina elektricnog polja je

E = / Zzwke,\ ( (k)e ke —a;(lg)e“m) )

227 3wk =1
dok je ja¢ina magnetnog polja

-

i(k x & (k) (ar(k)e ™ — ay (k)e™) .

/\/ 27r3wk>\1

Lako se dobija da je
(O] {E™(x), B"(y)} |0) = / Pk S k) (kxE (;Z))n(e—ik(z—y)+€ik(z—y))
AR A ESTO RS ERPAR A :

Kako je
2
> EVEE(R)EX (k) = €k

0 (9.9-1) postaje

OB (@), B} 0) = [ gitsserhd (Mo 4 et

Sto se uz oznake T = xg — yg 1 7 = T — ¥/ se moze prepisati u obliku

02 A3k 4 -
m n _ _njm —ik(z—y) ik(z—y)
OHE™ (@), B W} 0) = 5 [ g (e 4 o)

1. 02 1
= em . 9-2
o2 9rori (x —y)? (9.9-2)

Odgovarajuéi integral iz prethodnog izraza izra¢unali smo u zadatku (7.15).
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RESENJA 10

Procesi u najniZzem redu teorije
perturbacije

10.1 Kvadrat modula amplitude prelaza je

mampmagacinp
[Syil? = @m) [0V (0} + py — 21— )P

VAE, By B E)

Kvadrat cetvorodimenzione delta funkcije je

W (py — p)* = W (py — pi)d™(0)

IM? . (10.1-1)

1 3
= —(zﬂ)45(4)(pf —pi)/‘/dgxiz dt
TV
= W5(4)(pf — i), (10.1-2)

gde su: p; = py + ps inicijalni, py = p} + p4 finalni éetvoroimpuls. Diferenci-
jalni presek (10.D) je

:\Sf,-|2 1 V2d3p d3pl,

do = 10.1-3
T ‘Jin| (27T)6 ( )
Fluks gustine struje u sistemu centra mase je

20 o P (Bt Eb)

Jin| = == 10.1-4
sto se lako proverava. Zamenom (10.1-1), (10.1-2 )i (10.1-4) u (10.1-3) dobija
se

]_ —
do = W&(E{ + By — By — E2)6®(p) + phy — P — Fy) | M?
MATBTCTD 13! iy, (10.1-5)

(Ey + Eo)ELES|ph |
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Integracijom po pj, dolazimo do

/(5 \/p1 +mc+\/p1 +m3 — B, — Ey)|M|?

mampmemp prdp,
(Ey + Eo)ELES  py

gde smo iskoristili ¢injenicu da radimo u sistemu centa mase. Primenom
formule

g(@)5(F(@) = 1 505(2) (10.1-6)

dobija se trazeni rezultat.

Cetvorodimenzionalna delta funkcija i mera integracije su invarijantne veli-
¢ine (zadatak 6.3) pa je i dati integral Lorentz invarijantan. U inercijalnom
sistemu u kome je P = 0 integral postaje

1 d3p d3q
1) VPP m2 @+ m?

Integracijom po ¢’ u (10.2-1) i prelaskom na sferne koordinate dobijamo

s+ q)d(E, + E, — P°) . (10.2-1)

7r/ *d !
o PP s ma R+ me

5(\/p? +m? + \/p? + m? — P°) .

Primenom formule (10.1-6) dobija se

1 (m2 _ m/2 _ P(]2)2 B m/2 ‘
2 AP2

Feynman-ova amplituda, M, je broj pa je

.
M= M = (a(p,r)r.(1 = 5)u(ds)) e
T, 5 T/ *
= u' (7, s)(1 — 75)7" 77" u’ (7)€"
= a((Tv S)(l + 75)P)/uu(ﬁv T)Eu* )

gde smo primenili identitete iz zadataka 3.1 1 3.3. Srednja vrednost kvadrata
modula amplitude je

z_: — 75)]abtis(q, )

e

2
> M =
r,s=1

o
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—

$)[(1 + v5) Vo) caua(p, 7)€ e”

> (P, 7)ta (P, "0)) [ (1 = 5)]ab
> un(q, s)ac(q, 8)) (14 v5) ) ca €”

Primenom izraza za projektore na pozitivno frekventna resenja (zadatak 4.4)
imamo

£ 2 IME =G5, ot =35
( ) (14 5) 7] cac” €™

N 16 S0 [ (B m)yu(L = 96)(d +m)(L+75)y |e"e™ . (10.3-1)

Koristec¢i osobinu da 75 matrica antikomutira sa y* matricama kao i da je
(75)? = 1 izraz (10.3-1) prelazi u

I,

S 1M = gt (1 et

Primenom odgovaraju¢ih izraza iz zadatka 3.6 dobija se

1 V*

R 1
1 Z IM[* = [puqﬂrpuqu (P v — T€arpng” P’ |€

10.4 U prvom delu zadataka primeni¢cemo Wick-ovu teoremu za bozone a u dru-
gom za fermione.

(i) Jasno je da svi ¢lanovi sa normalnim uredenjem otpadaju jer je njihova
vakuumska ocekivana vrednost jednaka nuli. Preostaju, dakle, samo
¢lanovi sa Cetiri kontrakcije. Ako Cetiri puta kontrakujemo jedno ¢(z)
sa jednim ¢(y) dobi¢cemo ((0| T(¢(z)d(y))|0))*. To mozemo uraditi na
4! = 24 nacina. Sledece $to mozemo da uradimo je da napravimo dve
kontrakcije izmedu polja ¢(x) i ¢(y). Jedno polje ¢(x) mozemo kon-
trakovati na 4 nacina sa poljem ¢(y). Sledeée ¢(z) polje mozemo da
kontrakujemo na tri nac¢ina sa preostalim ¢(y) poljima. Dobijeni ko-
eficijent moramo jos da pomnozimo sa 6, jer je to broj nacina na koji
mozemo da izaberemo dva ¢(z) polja od ¢etiri moguéa. Dakle, ukupno
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imamo 4 -3 - 6 = 72 na¢ina. Dva polja ¢(z) mozemo medusobno kon-
trakovati na tri nac¢ina, slicno vazi i za ¢(y) polja, pa je odgovarajuéi
koeficijent 9. Dakle,

(0] T(¢" ()" (1)) [0)) = 24({0] T(¢(x)(y)) |0))"
+ 7201 T(¢(2)(2)) 0) (0] T(d(y)e(y)) [0) ({0] T(d()(y)) |0))
+ 9((0 T(¢(z)¢(x)) |0>)2(<0| T(6(y)e(y)) |0))*
= 24(iAp(z —y))" + T2(iAp(z — 2))iAp(y — y) (iAr(z —y))*
+ 9(iAp(x — 2))*(IAr(y —y))* .
Poslednji izraz se moze graficki predstaviti:
Samo da napomenemo da ako bi se "zabranile” istovremene kontrakcije
onda bi preostao samo drugi sabirak u prethodnoj sumi. Preporucujemo
vam da nadete T(: ¢*(x) :: ¢*(y) :).
(ii) Primenom Wick-ove teoreme za fermione dobija se
(0] T(db(x) v ()1 (y)d(y)) |0)
= iSp(x — 2)iSp(y —y) — iSr(x — y)iSr(y — x) .
(i) Dati dijagram dobija se iz izraza

_Z\/d4y (0] T(d(x1)(2)0" (1)) 0)

gde ¢(x1) treba da kontrakujemo sa jednim ¢(y) (to je moguce izvesti
na 4 nacina), a ¢(x9) sa jednim od preostala tri ¢(y). Faktor simetrije
je dakle %4-3 = % Rezultat se moze proveriti preko formule iz postavke
zadatka, gde je g =1, =01 3 = 1.
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(ii) Ovaj dijagram je jedan od sabiraka u

(=) [ty (0] T(0()6(2)6 (1) (w2)) [0)

gde je ¢(z1) kontrakovano sa jednim od ¢etiri ¢(y; ) (dakle Getiri nac¢ina);
¢(x2) sa jednim od tri preostala ¢(y;) polja (tri nacina). Potrebno je jos
da se naprave dve kontrakcije izmedu ¢(y;) 1 ¢(y2) $to se moze uraditi
na 4 -3 = 12 nacina. Dakle,

1 ,1\2 1
191 (Z)4.3.4.3="=
S _2.2!(4!)4 3:4:3=,
pa je faktor simetrije S = 4. Sa vrednostima ¢ = 1,as =11 0 =1
dobija se, primenom formule iz zadatka, ponovo isti rezultat.

(iii) Da bi dobili ovaj dijagram potrebno je da u izrazu

1

(=50 [ s 01 T(8(e0)0(m2) 6 0) 6 () () 10)

(10.5-1)
treceg reda izvrsimo sledeée kontrakcije: ¢(x) sa jednim od éetiri ¢(y;)
(Cetiri nacina); ¢(z2) sa jednim od tri preostala ¢(y;) polja (tri nacina);
dva ¢(y1) polja sa Cetiri ¢(y2) polja (4 - 2 = 8 nacina); preostalo ¢(y;)
polje sa ¢(ys) poljima (4 nacina); tri kontrakcije izmedu tri ¢(ys) 1 tri
¢(y3) polja (3 -2 = 6 nac¢ina). Dobijeni izraz potrebno je pomnoziti sa
dva zbog simetrije yo < y3. Kombinujuéi sve faktore imamo:

1,13 1
_1 f— —_— —_— . . . . . . . = -— -
S _3!3!(4!)43424322_12, (10.5-2)
pa je S = 12. Rezultat mozemo proveriti primenom formule iz postavke
zadatka: g =2, n=3, ag =1, g =0.
10.6 Rezultat je
L/ —idy2 4, 43 3
S(50) O TG@)e(es) [ dyd'ys(1)6" 1) [0) =
. 1. . .
= [ dUndtya(=in? |GiB (e = p)ide(e: = 1) (DR — p2))?

1. .
—+ EZAF(HH — Qf2)(2AF(y1 - y2))3

1. ) ) )
+ gZAF(% — 29)iAr(y1 — y1)iAF (Y2 — y2)i1Ap(y1 — ya)

1. ) ) )
+ §ZAF(CL‘1 — y1)ZAF($2 — y1)2AF(y1 - yz)ZAF(Z/Q - yz)
1

+ ZiAF($1 —y1)iAp(x2 — Y2)iAp(y1 — y1)iAF(y2 — Vo) (10.6-1)
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Sto se moze dijagramski predstaviti kao na slici.

Koeficijent 3 u prvom sabirku (10.6-1) je dobijen na sledec¢i nacin: Kontrak-
ciju ¢(x1) sa ¢(y1) mozemo da izvrsimo na tri nacina, Sto vazi i za kontrakeiju
¢(x2) sa ¢(y2). Dve kontrakcije ¢(y1) sa ¢(y2) mogu se izvrsiti na dva nacina.
Dobijeni rezultat treba jo§ pomnoziti sa 2! $to poti¢e od zamene verteksa
sa 1o, jer na primer mogli smo ¢(z;) kontrakovati sa ¢(y,) umesto sa ¢(y;).
Dakle, ukupni koeficijent je

13-3-2 1

Kod drugog i treceg dijagrama nema ekstra mnozenja sa 2 usled izmene
Y1 < ya!

(i) Dijagram za ovaj proces prikazan je na slici,

g2 4
Ip1+p2
b Do

odakle je Feynman-ova amplituda data sa

T 52

e
M= _T)—’,S “U_’,Tﬁ_)’rl 'U_’;S, )
<p1+p2>2+7/€ <p2 )7 (pl ) (ql )’711 (qQ )
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pa je

64

(M) = 33 i)

4 (p1+p2)* (p1 + p2)* 1r/,s'=1
uc(Qla )(’Y;L>Cdvd<q_)2 )_e<ﬁla T)’ygfvf (527 S)
v (qé, ) (v ) gnun(qi, ')

= 4 Z (Uf Ua p2a ))%l;b

4(]91 +p2)t 5

’ Z (Ub(pl, r)Ue (P, 7”)) (V") ey

r

3 (un(@, )@, 7)) (e

7,/

3 (val@, )55 (@:5)) () gn

S/

Matriéno mnozenje daje nam dva traga u predhodnom izrazu, pa je
(zadatak 4.4)

4

(IMP) = Jo it 0 + mi (o = mo)a)

tr{(Pa = mu)y" (b + my)y"]

Primenom odgovarajuc¢ih identiteta iz zadatka 3.6 dobijamo

4

o\ e 1 B . 9
(M) = 11 T po)t 22 > |2 + @utry — (@1 @2) g — M2y

PP+ p5pY — (pr - p2)g™ — mig™]

MnozZenjem i sredivanjem poslednjeg izraza dobija se

4

<|M\2> - 4(p1+;2)4m2m2 [2(p2~q1)(p1-q2)+2(p2-¢12)(p1-q1)

+ 2m2(p1 - po) + Qmi(ql “q2) + 4m§mﬂ ) (10.7-1)
U sistemu CM cetvoroimpulsi su
P11 = (E707 pr) P2 = <E70707 _p> 9

¢ = (E',qsin6,0,qcos6) g = (E', —qsinh,0, —qcosf) .
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gde su p i q intenziteti odgovarajucih trovektora impulsa. Nakon jed-
nostavnog racunanja skalarnih proizvoda u (10.7-1) dobija se

4
e
(IMP) = s [2(EE) + mimi) (1 + cos’6)
e

+ 2(E*m? + E”m’,)(1 — cos® ) —m — m;ﬂ .(10.7-2)

U ultrarelativistickom limesu (p = F) izraz (10.7-2) postaje

4

(IMP) = —55 (1 + cos?0) . (10.7-3)

~ 16m2m 2
Na osnovu predhodnog izraza i zadatka 10.1 diferencijalni efikasni presek
je
do et

diﬁ = m(1+C0829) .

(ii) Naveséemo samo glavne rezultate. Na osnovu dijagrama

P2 )

gl 1

amplituda je

—iGu
p1 — p2)? + i€

M = ﬂ(ﬁwz)(iev“)U(ﬁl,m)( (1, 51)(1€7")v(G2, 52) -
Kvadrata modula Feynman-ove amplitude usrednjen po spinskim sta-
njima inicijalnih i sumiran po spiskim stanjima finalnih cestica je:

4

(IMP) = ooyt * 10+ mo 6+ mo

tr“gl - mu)’yu(% - mu)%}

64

= 2(pr — p2)4mzmi {(pz ~q1)(p1- @)+ (p1-q1)(p2 - o)

— m2(p1 - p2) — m2(a1 - q2) + 2mZm?]
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Konacno u sistemu centra mase, u ultraralativistickom limesu imamo:

4 2
5 et 44 (1+cosb)

= : 10.7-4

<’M| > 8mZm?2 (1 — cos6)? (107-4)

Diferencijalni efikasni presek u sistemu centra masa je

do e 4+ (1+cosf)?
dQ  12872E2 (1 — cosf)?

(10.7-5)

Primetite da za 0 ~ 0 diferencijalni presek divergira. To je posledica
¢injenice da je za te uglove dominantan doprinos virtuelnog fotona u
izrazu za M, koji je divergentan, jer je k* = (p; — p2)? ~ 0.

10.8 Comptonovo rasejanje je proces e v — e~ 7y. Dominantan doprinos ovom
rasejanju daju dva dijagrama:

pa je Feynman-ova amplituda

M = a(f, )iy (7 P EETT) (o Bya(ss)

R

)i B el ()

a2 NE N NN (S 7“(¢+%+m)7y

= —ie’e, (k)el,(k)u(p,s)[ 0 hE—m?
Y F mr]
e

Pre nego sto kvadriramo ovaj izraz, izvrsicemo nekoliko pojednostavljenja.
Posto je p> = m? i k? = 0, imenioci od propagatora su

(p+k?—m*=2p-k i (p—K)-—m*=-2p-Fk.
Brojioci se takode mogu pojednostaviti, posto je

(@ +m)Yulp) = (Y'pu+m)y"u(p) = (26" — "+ )puu(p) + m~y u(p)
= 2p"u(p) — 7" — m)u(p) = 2p"u(p).
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Uz ova dva pojednostavljenja, Feynman-ova amplituda je

VR A2 R+ 2

M = —i62€2,*(l§/)63(%)ﬂ(ﬁ7 8,) 2p ke _2p k! U(ﬁ’ 8)
= —ic’e) (K)e)(F)u(p, ') A u(p, s) | (10.8-1)
pri cemu smo uveli oznaku
" v 2 oV AV A 2 Vo
g = VBV A 29Mp VEA 2" (10.8-2)

2p - k —2p- K

Kao i do sada racunacemo kvadrat Feynman-ovu amplitude usrednjen po
spinovima elektrona i polarizacijama fotona inicijanih ¢estica i prosumiran
po spinovima elektrona i polarizacijama fotona finalnih ¢estica. Sumiranje po
spinovima elektrona je isto kao i do sada, dok se sumiranje po polarizacijama

fotona svodi na

> (hep(k) = —gu,

A=1,2
jer preostala dva ¢lana iz (9.E) ne daju doprinos. Nama treba (|M|?). Zato
najpre racunamo |[M|? = M*M = M M. Imamo da je

M =ie?e) (ke (k) (@(p, s ) AP u(p, ).

I

Ostaje jos da se izracuna
(uT(ﬁ, sy A u(p, s))T = uT(ﬁ, S)Aﬂw’}/ou(ﬁ, s') = a(p, s)B"™u(p, s).

Ovde smo uveli novu oznaku

B — A0 AT 0 V2 Y+ 2y

% =T (10.8-3)

Kvadrat usrednjene amlitude je

(IMP) = 33 & () (Bya(p, ) A" u(p. )
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Vrac¢anjem izraza (10.8-2) i (10.8-3) u (10.8-5), dobija se
4 m v oV VI AL [T
2 ¢ : Y 4 290 Y =29
= t
IMP) = gt {0 | TR S

%/éé’}/u + 27,up1/ fVuk,fVV - 271/]7;4
W +m) l ok 2k

Kada se izvrse mnozenja pod tragom dobijaju se cetiri sabirka

M et 1 11 111 v
(IMF) = 16m? [(2])-1{:)2 - (2p-k)(2p- k') * (2p- k) (2p - k) * (2p - k)2
(10.8°6)

gde su I, IT, IIT i IV relativno komplikovani tragovi. Ipak, mogu se uociti
odredene simetrije medu njima. Trag I'V jednak je tragu I ako se k' zameni
sa —k, a zbog ciklicnih permutacija pod tragom, moze se pokazati da je
II = III. Znaci dovoljno je razmotriti samo I i II. U tragu

= tr[(p’ + m)(YEy" + 29"P") (F + m) (vl + 27.00)]

imamo 16 sabiraka, ali pola ih otpada, jer su to tragovi neparnog broja ~y—
matrica. Preostaje da se izracuna 8 tragova. Na primer

e[y Ky Pk = tel(=29")E(=24) K]
— 4ty F(2p - k — )
= 8(p-k)e('}) — 4Kt (p'Y)
= 32(p-k)(p k).
Ovde se koriste ciklicne permutacije pod tragom, kontrakcioni identiteti (Za-

datak 3.5) kao i ¢injenica da je py = p* = m? i f}f = k* = 0. Kada se izvrse
sva izracunavanja sa tragovima, dobije se

I=16 [Zlm2 —2m?p-p +AmP*p -k —2m*p k4 (p-k)(p - k:)} .
Ovaj izraz se moze uprostiti ako uvedemo Mandelstam-ove varijable

s = (p+k)2_(p/+k/)2:2p'k+m2:2p/'k/—|—m2;
= (P —p?=K—k?=-2 p+2m®> =2k -k  (10.87)
u = (k=K —p?=-2p K +m*=-2 k+m’

Koriséenjem ovih relacija uz identitet s + ¢t 4+ u = 2m? dobija se

1
I=162m* +m?(u — m?) — 5(3 —m?)(u—m?)|. (10.8-8)
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Zamena k < —k’ je ekvivalentna sa zamenom s < u, pa je

1
Ivz1qgﬁ+nﬂs—m%—2@—m%w—mﬂy (10.8-9)
Slicna procedura daje
IT = TIT = =8 [4m" + m®(s — m?) + m*(u — m?)| . (10.8-10)

Ako se (10.8-8), (10.8-9) i (10.8-10) uvrste u (10.8-6) a pri tome se s i u izraze
preko p - ki p - K’ konacno dobijamo

o e pk pk (01 1 1 1)’

IMP) =5 [p~k+p-k’+2m (p-k/‘p%)m (pw_p-k)]
(10.8-11)
Da bismo nasli diferencijani presek treba da izaberemo sistem reference.
Compton-ovo rasejanje se najcesée posmatra u ,lab” sistemu. Na§ zadatak

da nademo presek u funkciji od w i 6. Zato ¢emo naci energiju finalnog fotona
koristeci sledeéi trik

m* = () =@+k-K?=p+2p-(k—F)—2k-¥

m? + 2m(w — ') — 2ww' (1 — cos ),

pa je
1

11
= —(1—cosb) W = . (10.8-12)
wooowoom 1+E(1—COSQ)

Diferencijalni presek kada imamo dve inicijalne i dve finalne cestice je

iy USHP) VAP VAR 1
T T (2n)F (2n)F

: (10.8-13)

=

2

pri ¢emu je
Vim m 1 1

i2 — 2 854 k/ /_k_
(ISsil7) = (2m)°6° (K +p p&QWﬂnﬂ/EW/ZVMZVw’

(IM]?). (10.8-14)

Posto je |0, — 02| = 1, onda (10.8-13) postaje

m

1 4 ¢4

T
vﬁﬁv&kv
(2m)? (2m)?

(M%)
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= L(S(w’ + (m? + w4 (W)? = 2w’ cos §)1/?

427)2E'wuw’
v’
—w = m) (P d MP)
md(cos 0) W' ,
STE'w ‘ w/—wCos€‘<‘M| )
14+ -
El
mw'd(cos ) 1 ,
8w E’+w’—wcos€<|M| )
~ mw'd(cos0) 1 ,
a 8w m+w—wcose<|M|>
~ mw'd(cost) o d(cosf) [ 2 ,
= o mo\MP) === ) (M) (108-15)

Sada ¢emo izracunati (JM|?) u ,lab” sistemu. To se zapravo svodi na za-
menjivanje p -k = mw i p- k' = mw’ u (10.8-11)

4 / 2
oy _ € W W 1_1) 2(1_1>
(M%) = 2m?2 [w+w’+2m<w’ w tm w o w

pa je konacno

do ra? (W [w LY ane
=—|— — + — —sin“ 4|,
dcos m? \w w oW

gde je a = % — konstanta fine strukture. Ovo je poznata Klein-Nishina

formula. U nerelativistickom limesu w — 0 < % — 1 ona prelazi u Thomp-
sonovu formulu
do o’ 8ra?

=—-(1 20); = :
dcos m2( +eosT0); - Otot 3m?2

10.9 Inicijalno stanje, |i) = ¢ (p3,7) |0) je elektron impulsa p; i polarizacije r, dok
je finalno stanje u procesu elektron impulsa py i polarizacije s, tj. |f) =
¢ (7, ) |0). Matricni element amplitude prelaza je:

Spi=ie [ d'z (f1b@)ya(e) i) A%() | (10.9-1)

gde su ¢ i ¢ operatori polja dok je A* klasi¢no elektromagnetno polje.
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(i)

Iz (10.9-1) dobija se

= e gy gy [ T o e

(10.9-2)
Kako je
22 3 -5y
/dS —k2Z2+i(Pi—pr)T _ (2‘2)267 4ka
to je
. m m /T
St = iea oAl /EfV(k?) 216(E; — Ey)
(7;—75)°
e a(fiy, s)youlfir) - (10.9-3)

Delta funkcija u ampitudi prelaza (10.9-3) ukazuje na zakon odrzanja
energije, koji vazi zato Sto potencijal polja A* ne zavisi od vremena.
Kako prostor nije homogen, jer potencijal zavisi od ¥ to zakon odrzanja
troimpulsa ne vazi. Srednja vrednost kvadrata modula amplitude pre-
laza se dobija iz (10.9-3)

(I0f) = 2O oo, — B ()

2V2E,E;
(7-5p)? 2
e 3 fulfy, s)ou(@i,r)F . (10.9-4)
r,s=1
Kako je
(a5, $)v0u(@ir)” = (i, r)voulr, s) |
to je:

2
Z |ﬂ(ﬁf7 S)fyou(@? T) |2
r,s=1
2 2
= Z (ua<ﬁf7 8)ab<ﬁf7 8))7190 Z (UC(@, T)ﬂd(ﬁf, r))f}/((i)a

r= r=1

— =

_ 0 0
= rmgtr[@f +m)y (i + m)y]
1 L,
= —(EEp + iy +m”) . (10.9-5)
Zamenom (10.9-5) u (10.9-4) dobija se

(I185f*) = vezg;;f(kz) T6(E; — Ey)

( P
e (E E; + |pi||pf| cos @ +m?) . (10.9-6)
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Zamenom (10.9-6) u izraz za efikasni presek,

do n ’
T g (2m)3
dobija se
do = 68(1167 (E E; + |pi||pf| cos @ +m )
o — cos 7
e (- |pi|2T)5(Ef - E) "ﬁf” dEdS) |

Integracijom po Ey dobijamo izraz za diferencijalni presek

do ea’n

0= 8 (Ef—l—]ﬁ]%os@%—m) -

-12 1— cos9

(ii) Ovaj zadatak je analogan predhodnom, pa ¢emo samo navesti glavne

korake. Ampliduda prelaza je

2iegm 1
St = ———2—=2m)0(Ef — E;) ———u(py, )y u(p;,r) .
i VﬁMg)(f )¢+$(f) (#i,7)

Pokazite da je

S a7 o ulf ) = gl + G

4dm

|
= — () +pipr—m?)

1 — —
= — (BB + |pillpy| cost —m?) .

Srednja vrednost kvadrata modula amplitude prelaza je

]

dme?g*T 1 .
<|Sfi’2> = 50(Er — E)(E;Es + |pi||5f| cos @ — m?) .

VZEiEf (q—Q + %)

Diferencijalni presek je

do &g’ (E? —m?)(1 + cos )
@} 2m? (a% + 2(E? —m?)(1 — cos 9))2
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10.10 Inicijalno stanje je vakuum |0), dok je finalno stanje

) = ¢ (@1, r)d (o, 8) [0)

Amplituda prelaza je

1€
Spi = V/d4$2/d3611d3% ,/ (0] d(p2, s)c(pi, )
r’'s! ql q2
(' (1, 7")d (@2, 8")U(Gr, 7" (G, ) nTHET Y o)

gde sabirke koji daju nulti doprinos amplitudi nismo pisali. Sredivanjem
prethodnog izraza dobija se

ma
S0 = e [ 1

= je(2r)i L
B VELEs
Wy, )20 (P2, 8)63) (p1 + Pa2)0(Ey + By — w) .

)ez(pz +p1 ):ce—zwt

Srednja vrednost kvadrata amplitude prelaza je

(1Ss?) = @0)* TV (5 + 72)d( By + Br — w)
e?a?
V26 B, tr[(pr +m)ya(po — m)y2]
e2a?
VE F,
(BB + |py||Pa| — 2|71 ||| sin® 6 cos® ¢ +m?) .

= 20)'T6®(Py + 72)8(Ey + By — w)

Cetvoroimpulsi su
Py = (E1,p1sinf cos ¢, py sinfsin ¢, py cosb) |

= (Fs, —pasin cos ¢, —ps sin O sin ¢, —py cos 0) .
Diferencijalni presek je

{1S5l?) Vo V',
T (2r)3 (27)3

Integracijom po ps i p; dobija se presek za rasejanje (u jedinici zapremine)

2 2 2

w
= 2m2)y/ — — m2 .
o 37w(w+m) 1 m
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10.11 Amplituda prelaza je

eam 1
V. JEE;

Integracijom po t i & dobijamo

2 _ pr
o = Zea\/EV\/ Efv w)eT

2m0(E; — Ep)u(py, s)v3(1 — vs)u(pi, r) -

Srednja vrednost kvadrata modula amplitude prelaza je

a(ﬁfa 3)73<1 - 75)@6(}5},7‘) /d4£L' e*ipi$+ipfx€fk2£’2 .

(I15f?) = fjj?g 27TS(E; — Ef)(kQ)?’e—(ﬁi;Sf)Z<|M,2>,

gde je

(M) =

2
Z u(py, s)v3(1 — vs)u(@i), r)|?
1

4m

L\D\»—t DN | —

tr[(By + m)rs(1 = 75) (b + M) (1 +75)73]
= W(prpi +pi - py) -

Diferencijalni efikasni presek je

do  e*a’m ) |
_ Pil*(1—cos 0)
10 4k ( + |pi cos@)e 0 :
10.12 Naveséemo samo izraz za amplitudu prelaza i krajnji rezultat za diferenci-

jalni presek:

. m L . . qg i
Spi = ie—a(7, Yol 1) [ dr(iBy) e
"y JEE; f o

do  g*B*(E* +m* — p* cos 0)
aQ 2|p]*(1 — cos 0)?
10.13 Amplituda prelaza, Sy; je

= 4 7zpz
St waHVE‘/VE pf,sfyupl,sz /dx5

= E; — Ep)u(py, sp)y u(ps, s:) |
V\/ﬁE‘f ( f)(f f) ( )
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gde su s; 1 sy polarizacije inicijalnog odnosno finalnog elektrona. Da bi nasli
|S}i|? potrebno je da nademo kvadrat modula spinskog dela amplitude. Kako
je

Lo L+fptm
u(p7s>u(p7 5) - 9 2m ’

to je
|a(py, s7)7 u(ps, s:) |
= (1 b )y + )01+ 25) (s + )]
= o (o] + mPul]
— trlgprofitine + mPtrlEoiv ) (10.13-1)

gde smo zadrzali samo nenulte tragove. Komponente impulsa p;, py i vektora
polarizacije s;, sy su:

pf’ = (E’i70707 |]5;|) )
Pt = (Ey, [py| sin 0 cos ¢, [py| sin sin ¢, |py| cos 9) ,
Sél = (|ﬁl‘/m70707El/m)?
st = ([pf|/m, (E¢/m)sin6 cos ¢, (Ey/m)sinfsin ¢, (Ey/m) cos ) .
Sabirci u sumi (10.13-1) su:

tr[#rpvofipine] = —4m?® cos

trl =4
k? E?
tr[d ryofiv0) = 4<W + 3 cos 0) ;
tr[pryopivo) = 4(E® 4 k* cos )

gde je B; = Ey = E dok je k = |p;| = |py|. Sabirajuéi ove ¢lanove dobijamo

B2 0
@By, 57)7"w(i, 50)[* = — cos” o (10.13-2)
m

Diferencijalni presek za rasejanje se dalje nalazi standardno. Rezultat je

do  e*a?
m = EEZ COS2(0/2) .
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10.14 Na osnovu dijagrama sa slike iz zadatka (10.7) (ii) amplituda za ovaj proces
je
e o -
M = 5Dz, )7 ua (1) 02(@1) 10 (@2 5)
gde indeks 2 na u i v spinorima ukazuje da se radi o Cesticama negativnog
heliciteta. Kvadrat modula Feynman-ove ampitude je

4

(IMP) = Gzl +mey” (s +ma) (1= 1))

tr[(dl - mu)(l - ’75#2)’}/#(%2 - mu)’yy] )

gde smo sumirali po stanjima polarizacije finalnih ¢estica u procesu. Ovde su
s1 1 8o vektori polarizacije upadnog elektrona i mi mezona i kasnije ¢emo ih
odrediti. Primenom odgovarajucih formula iz zadatka 3.6 kao i odgovarajuceg
izraza za kontrakciju dva e simbola iz zadatka 1.5 dobijamo

4

<|M|2> = m[@z “q1)(p1 - q2) + (P2 - q2)(p1 - 1)
- 2(172 p1) —mi(q - g2) + 2m§mi
+ memu( 59)(p2 - q2) — (51 - 52) (P2~ 1)
- ( S2 ( " 42

(s1-82)(p1- @
(s1-q)(s2-
(s1-q1)(s2- 1))

U sistemu CM ¢etvorovektori impulsa su

$2) )
— (51 q2)(52 - p2)
) ) — . (10.14-1)

- (E70707p) )
= (EI,O,O,—]?) )
ph = (E,psinf cos ¢, psinfsin ¢, pcosh) ,

dy = (E', —psinf cos ¢, —psinfsin ¢, —pcosh) .

Vektori polarizacije s; i s su
51 = (p/me, 0,0, E/m,) ,

sy =(p/m,,0,0,—E"/m,) .
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Nalazenjem skalarnih proizvoda izmedu ¢etvorovektora u (10.14-1) i srediva-
njem dobijenog izraza dobija se

64

2\ — I 2\2 /9 9
(M) = 32m2m2pt sin’(0/2) (EE'+p*)° + (EE' + p* cosf)

i

0
2/, 2 2\ o2
— 2p*(m; +m;,)sin (5)
0
+ p*(4p® sin® 5T EFE'sin? 9)} : (10.14-2)

odakle je diferencijalni presek

do ol
- = EE/ 2\2 EE/ 2 9 2
dS2 12872(E + E')2p*sin(0/2) [( +p7)" + ( + p” cos b))

0
— 2p*(m? + mi) sin2(§)

0
+ pP(Ap?sin’ J + BE'sin® 0) . (10.14-3)
10.15 Hamiltonijan interakcije je
Hi =g / Eaysio

gde su operatori polja u interakcionoj slici. U najnizem redu (”tree-level”)
amplituda prelaza je

1 . 7
Spi = 5(—@)2 <p k

Kako je

[ dad*yT{: (s0). = (Drsve), :} [pF) - (10.15-1)

U(a) pir) = | [ uldr)e ™

Wl = | 75

u(p, T)eim ,

to iz izraza (10.15-1) vidimo da postoje Cetiri nacina na koje mozemo da
izvrSimo kontrakcije a koje odgovaraju trazenom procesu. Tako dobijamo
(napomenimo da postoje dva para po dva ista sabirka)

2
m
S = —¢°

g
V2, /B EyEl E)

— a(,r")ysu(k, s)a(k', s )ysu(p, r)e'® PR (10.15-2)

/d4$d4yiAF(x — )

(' —p)y+i(k' —k)z
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Relativan minus znak je posledica Wick-ove teoreme za fermione. Integraci-
jom prethodnog izraza uz

e—ta(z—y)

. . 4
ZAF(SC—Z/)—Z/quQ_MQ_i_ky

dobija se
. (2m)tgPm? 4
Spi = —i S+ K —p—k)
! V2. [E By EL B

1 . ,
— k,/ / k — 7 / —
[(p,_p)g_MQHEU( 8 )vsulk, s)u(p', r)su(p,r)

1 i 7 — 7 —
(p/ _ k:)Q _ M2 + i€u<ﬁ7 7"/>’}/5U(]{7, S)U(k?/, S,)’}/5U(p, T)] .

Feynman-ovim dijagrami za rasejanje prikazani su na slici.

k

p
>%W<i
k D

Kvadrat modula amplitude je

9 LM T (p + Kk —p—k

(Issf) = 2 = 4V3E(1]jEzEjE§ —
[(/f K- p) — (k- K)m® — (p-p)m® + m*

((p' —p)* — M?)?
(p-K)(k-p) — (p-k)m? — (k- p)m* + m'
(= k)* — M?)
1 1
W —p)?—M>(p —k)?— M
—(0" - K)(k-p) + (p- K) (k- D)
— (k- K)ym? = (p-p"ym* — (k- p')m?

— (p- K)ym?+ (k-p)m® + (K - p)m* + m"]] .

sRe(k-1)(p - ')

DO | —

Kvadrat amplitude prelaza po jedinici vremena u sistemu CM je

ISl _ g'@m)'0Op + K —p—k)
T AV3E? 4
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(1 — cos0)?

[(2’]7]2(C089 — 1) — M?)?
N (1 + cos 0)?
(2|p]?(cos O + 1) + M?)?
sin® 6

— (2[p2(cos 0 — 1) — M2)(2[p]2(cos 6 + 1) + M?) (10.15-3)

gde je By = Ey = E] = E), = F enrergija upadnih odnosno finalnih cestica.
Sva Cetiri fermiona imaju isti intenzitet impulsa koji smo obelezili sa [p]. U
ultrarelativistickom limesu iz (10.15-3) dobijamo

(Spi*) _ 3g'(2m)'6W(p' + K —p—k)
T 16V3E? '

Totalni presek za rasejanje je

o // (|Sp|*) VE VdPp, VdPpl
2|py| (2m)* (2m)?
B 3g o( 2E 2F") dE1dQ,
© 4x? 16E 2F,
_ 3¢
 64mE?
10.16 Direktnom primenom Feynman-ovih pravila dobijamo izraz za odgovaraju-
¢u amplitudu. U narednim izrazima izostavili smo pisanje spoljnjih linija.

(10.15-4)

d*k 1 gt
— (i5)2
M = (ie) /(27r)4<%]6—}é—m+i67”k:2+2'e)

_ iie) // d4k: d4 o 1 .
B 75 k— m+ic |
1

ﬁ—}é—q—m—l—ze TP —F —m+ie
1

)
7“k2+ieq2+ie

(iii)
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(iv)
d*p 1
/N3
M= itie) [ o (O s
1 1
)
7 ﬁ—;j—m—i—ie%qQ—l—z'e)
(v)
d4k d4 d4k
M = 1 q
2)4
1
a ,yu
{ ]él—l—gj m+ e | g —m+ e
(p—q)?+ie(p—q)*+ie
tr 1 o 1 p
k—m—i—iefy ﬁ—gj—l—}é—m—l—i(—:fy
T 1 1 5
r
p? + i€ ¢1+}{71—m—l—i6’y }él—m—}—ie’y
(vi)
d*p 1 1
T+ — (s 2/ v o
(k) = (ie) (zw)ﬂx“[p—;e—mﬂ'e” ﬁ—mﬂ'e”
(vii) '
M = HﬂV(k)MHPU(k)
k2 + ie
(vii)
d'p dq 1
A (e N4 e
M = =i (=i)(ie) /(2@4 T P
1 3} 1 )
— —
p+qg—k—m-+ic' p+¢—m+ie
1 g
B ra
zﬁ—m—{—ie7 ]q2+ie
(ix)
d*p 1 1
M = —(ie)* s
(i€) /( 27)* [}’5 | m+i67]b—}é1—}é2—m+ie

- 1 0 1
7 ]é—ql—m—i—iev p—m+ie

7]
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RESENJA 11

Renormalizacija i regularizacija

11.1 Primeni¢emo metod matematicke indukcije. Za n = 2 imamo

1 1 1
= [ dxidxed -1
A1A2 /0 T2 (Il + 2 ) [.TlAl + $2A2]2
1 i 1
N A o [xlAl + (1 — .%'1)142]2
_ ! (11.1-1)
COAA o
Diferenciranjem (11.1-1) dobijamo
1 1 ny™ !
— = ). 11.1-2
15 /0 drdyd(x +y )[xA+yB]”+1 ( )

Pretpostavimo da je trazeni identitet tacan za n = k. Pokazimo da je tacan
zan =k + 1. Primenom pretpostavke i (11.1-2) dobijamo

! /ld d2nd(21 + o+ 20 — 1) (n— 1)
- = 21...d2,0(2 v+ 2y —
Ay AnAna o ! (2141 + o 4 20 An] Ay
1
= /dzl...dznn15(21+...+zn—1)
0
yn—l

. 11.1-
[yZlAl + ...+ yZnAn —+ (1 — y)An+1]n+1 ( 3)

Ako dalje uvedemo smenu xy = Y21, ..., T, = YZn, Tny1 = 1 — y uz osobinu



11.2

184 ResSenja

dobijamo

1
m /dxldxndxn+1 5(371+—|—J]n—|—$n+1_1)
n!

(2141 + ..+ T A7 ’

x (11.1-4)

¢ime je dokaz zavrSen.

Smenom g = k + p trazeni integral postaje

1
[:/ﬂD . 11.2-1
9 (¢ — m? — p? + ie)" ( )

—

Prelaskom na euklidski prostor ¢° = iq%, ¢= ¢r dobijamo

1
1=ifa”
ax (—q% — m? — p? +ie)”
Integracija po —oo < gy < oo prelazi u integraciju po imaginarnoj osi, —oo <
q% < 0o, na osnovu Cauchy-jeve teoreme. Prelazak sa Minkowski-jevog na
euklidski prostor je tzv. Wick-ova rotacija. Veza izmedu dekartovih i sfernih
koordinata u D dimenzionom prostoru je

(11.2-2)

x1 =rsinflp_osinfp_s3...sinf sin ¢ ,

To =1sinflp_osinflp_s3...sinf cos ¢ ,

r3 =rsinflp_osinfp_s...sin#, cos by ,

xp =rcostp_o ,
gdeje 0 < ¢ <2m, 0<by,...,0p_o < . Element zapremine, dVp je

D-2

dVp = rP~'drd¢ ] sin™ 0,,d0,,
1

Na osnovu toga je

-1

271’1_[/ dbf,, sin™ 6, / 7’2—|—m2+p) : (11.2-3)

Ako dalje iskoristimo

r(e)
/d& sin™ \/_F
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o b r(5H)r(a— 42
/0 dI(gcz_i_M)a - 2Me—(+0/20 (q)

dobijamo

Nl|s]

L(n) (m?+p?)"-

Feynman-ovom parametrizacijom (11.G) zadati integral postaje

I_/Oldx/délk; [(k+p:r1)2—AP ,

gde je A = p*(2* — x) + m%x . Uvodeéi smenu | = k + px i prelazeé¢i na
euklidski prostor (I° =%, [

1 1
I:'/ d /d4z -
Z0 * E[l%—i—A]?

Uvodeéi sferne koordinate u ¢etvorodimenzionom euklidskom prostoru i in-
tegrale¢i po uglovnim varijablama dobijamo

= [) imamo

1 o0 1 1
) 22 L .2 2 o
[=in /0 d:v/o Ayl iy = /0 de| (I + M) —1] .

Prethodni integral je ocigledno logaritamski divergentan. U okviru Pauli-
Villars-ove regularizacije propagator 1/k* u integralu I zameni¢emo sa

1 1 1

H
2 L2 k2 _ A2
gde parametar A tezi beskonac¢nosti. Doprinos drugog ¢lana pri integraciji je

1
Iy = m?/o de[ (i3 + Ayl — 1]

gde je Ay = A? + p?(2? — z) + x(m? — A?). Oduzimajuéi ova dva rezultata
dobijamo

1 A? + p?(2* — x) + x(m? — A?)
— 2
I — 1) =1m /0 d:cln( P27 = 1)+ ma ),

koji je konacan za veliko A.
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11.4 U D = 4 — e dimenzionom prostoru dimenzija skalarnog polja je D/2 — 1 dok
su dimenzije konstanti interakcije iste kao u ¢etvorodimenzionom prostoru:
[A] =0, [g] = 1. Dimenzija lagranzijana je [£] = D, pa je njegov oblik

1 2m22 9#33 AR g

gde je p parametar koji ima dimenzije mase. Sopstvena energija u najnizem
redu odredena je sa dijagramima prikazanim na slici.

_O

k-p
e N
p N,/ P

p

Prvi od njih je

p k

A dPk 7
TR = E/
12 5 14 (

Primenom (11.A) dobijamo

iy, = —
sto uz (11.F) daje
) iAm?
% = (1
ixm? /2

Drugi integral je

—i¥s(p) =

(—ig)* .

2m)P k2 —m?2’

2 Amp®N s €
() T(=1+5).
In (4;’; ) + () (f 1 -7+ o0(e))

2

/ dPk l i
a (2m)P k2 —m? (k — p)2 —m?

Uvodeéi Feynman-ovu parametrizaciju (11.G) poslednji izraz postaje

—i%s(p) = —(_ig)2“6/01 d /(de :

2

2m)P (k2 — 2k - px + p?x — m?]
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Integracija po impulsu & daje

, i e
—ZZQ(]?) = §,M g (47T 2 6/2 / dx m2 —p2x—1—p2x2) 2
;2
g ,u 2

- / s (mmmn(lﬂ’ix(x_ e

Integracijom po Feynman-ovom parametru z dobijamo (za p* < 4m?)
3272

/4m2 /
— 24{/—— — l arcsin
Sopstvena energija skalarne cestice je

) 2
—iXs(p) = i{f—'y+2+ln

Renormalizovana masa je m% = m? + X(m) .

11.5 Verteksi u ovoj teoriji su prikazani na slici.

N
/

Sopstvena energija m Cestice odredena je sa sledeé¢im dijagramima. Puna
linija se odnosi na 7 polje a isprekidana na o.
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Prvi od dijagrama je

7 dPk i
—i% (p?) = 6(—iv\)? / .
1(]7 ) ( ) —m2 (27T)D k2 — m2
Faktor simetrije ovog dijagrama je 6, jer je jedno spoljnje 7w polje moguce
kontrakovati sa m poljem iz 7o verteksa na dva nacina, dok je oo kontrakciju
u verteksu ocoo moguce je izvrsiti na 3 nacina. Preostali dijagrami na slici

su. de
1
—222 = )\/

(2m)P k2 —m?”’

202 )\? dPk 1
. 2
—123(]? ) = - m2 /(27T)D]€2 )
dPk 1
—224 3)\/ DI€2 s

r 11
~i%s(?) = %2 [
Bsp) = N | o = (et p)?

Primetimo da zapravo jedino poslednji integral zavisi od impulsa p. Renor-
malizovana masa odredena je sa ¥(0) = m% . Lako se vidi da je

PE 11
. 2.2
—i55(0) = 4)\% /(QﬂD o

. 4)\2112/ lef ( 1 _i)
- om? (2m)P\k2 —m? K2/

Sabirajuéi ove dijagrame dobijamo

2(0) = %1(0) + 35(0) + X3(0) + £4(0) + X5(0) =0,
pa je mg = 0.

Iz dimenzionih razloga je jasno da interakcioni lagranzijan u D dimenzionom
prostoru ima oblik —gu/?x¢?.
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(i) Sopstvena energija y Cestice odredena je dijagramom

k+p
5=
k
sa koga vidimo da je
dPk 1
~iTl(p —226/ . (11.6-1
' g (2m)P k2 — m2—|—20(k:—|—p) —m? +140 ( )

Uvode¢i Feynman-ovu parametrizaciju (11.G) i integracijom po impulsu

k dobijamo
;2
o 1G* /2 m? + p?x(x — 1) + 10
_ ZH(p ) @(7 -y — / dzIn 47T/,L2 )
B ig 2 P’
- R [ e )fores

Kao sto je poznato iz kompleksne analize logaritamska funkcija, In z
ima zasek duz pozitivnog dela x ose koji pocinje u tacki grananja z =
0. Zasek je neophodan da bi pojedine grane logaritamske funkcije bile
regularne i uniformne funkcije. Odredimo tacku grananja za funkciju
In[1 + 2:1:(;1: —1)]. To je najmanja vrednost —22 za koju je argument
logaritamske funkcije nula, tj f = 1 + Qx(x — 1) =01 on je odreden

uslovom of )
p
- 20 —1)=0,
Ox m2( z-1)=
odakle je z = % Tacka p?> = 4m?, koja je energija praga raspada

X — 2¢, je tacka grananja. Zasek pocine u toj tacki i ide duz x-ose do
beskonacnosti. Za 0 < p? < 4m?, primenom

1 2
/ dzIn[l + a*z(z — 1)] = =2 + =4 — a2 arcsin %; (a* < 4),
0 a

(11.6-2) postaje

-9 2
. 1g° |2 m
-0 = g5 [ A=

N /7
- S T arcsim ——
P 2m
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(i)

Gornji izraz mozemo analiticki produziti u kompleksnoj p? ravni vodeéi
racuna o postojanju zaseka.

Amplituda prelaza u najnizem redu teorije perturbacije je

S = —ig [ d'a (1, Bl x(@)o(e)o(@) 3.5 = 0)

= (@000 -p - )\/2VM\/2VE1\/2VE2 (=2ig) .

gde su pj o impulsi produkata raspada. Takode uzeli smo da je x cetica
u miru. Sirina raspada odredena je sa
|Sil* V2d®p1d’py

T (2m)6

I =

Integracijom po impulsu ps dobijamo

44* 1
r— 7/6113 E
(2m)? PE3

5 0(M — 2E) /dQ ,

Integracija po prostornom uglu daje 27 (ne 47 jer su finalne cestice
nerazlicive). Konacni rezultat je

Za p? > 4m? argument pod logaritmom u (11.6-2) postaje negativan
(ne racunajudéi mali dodatak i0). Sa druge strane lako se vidi da je

Imlog[—X —i0] = -7 (X >0),

pa je
2
ImlII(p?) 87r2 / dx TmIn [1 + — (2" —x) — 20}
= —g—w Cdr
gde su i
T12 = i 12_ % )

nule argumenta logaritamske funkcije. Lako se vidi da je

ImIl(p?) = g— (11.6-3)
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Imaginarni deo izraza I1(p*) moZemo na¢i primenom pravila presecanja.
Izraz (11.6-1) prepisa¢emo u obliku

1 1

d*k
iTI(?) = 2 2/ . (11.6-4
ill(p”) 9 (2m)4 (=k)2 — m?2 + 0 (k 4+ p)? — m2 + 10 (11.6-4)

Diskontinuitet amplitude DiscIl(p?) = I1(p? + i€) — I1(p* — i€) dobija se
zamenom propagatora

1
p? —m?

— (=2im)6W (p? — m?)o(p°) ,
u izrazu (11.6-4). Zbog invarijantnosti izraza II(p?) uzaéemo pt =
(po, o= 0). Tako dobijamo

: 2 - 92 . 2 d4k
Discll(p®) = 2ig°(—2im) /(27r)4

SO((k -+ — )OOk + o)

gzi 4 1
_ /d k———§(ko + wi)8 (ko + po — wy)
wk(

5D (k2 — m?)

82 Wk — Do)
2, -9
= _g/;/d3/{;5(powk) ‘ (11.6-5)
8 wr(wr — po)

Integracijom po k dobija se

. 9 4 P)
DisclIl(p?) = Yo EQ :
dm Py
Kako je
1
ImII(p?) = §Discl_[(p2)
i
to ponovo dobijamo (11.6-3).

Na osnovu izraza za I' i [I(M?) odmah se vidi da je relacija iz postavke
zadatka zadovoljena. Ona je posledica opticke teoreme.

11.7 Amplituda za ovaj dijagram je
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_ [ A7k wl (= P m) (o + m)a (£ m)] ]
M= | o (=g = N+ gt — ) (T
Feynman-ovom parametrizacijom (11.H) imamo
1
((k =p1)? =m?)((k + p2)? — m?)(k* —m?)
1- x 1
- 2/ dx/ k? —m? + (p3 + 2k - po)x + (p7 — 2k - p1)2)?

d 1wd 1
— 2 f ,
o 0y z[(k+pzx—p12)2—ﬁ]3

A = (par = p12)° = py — piz +m? .
Brojilac podintegralne funkcije u (11.7-1) je

Gy (= 1+ m)y (k4 o + m)r?( + m)]
— e[y (J+ A+ my I+ B+mp(+ G+m)],  (117-2)

gde je

gde je
l=k+px—piz,
A=piz—px—p1,
B =piz—pyx+ps,
C=piz—px .

Posto je trag neparnog broja gama matrica jednak nuli to (11.7-2) postaje

tr[y" (J+ A+m)y"(J+ B+m)y(J+ ¢+ m)]
tr[y I I+ ey NG+ ey Y By

[y
[y
tr[y' I By G + e[y Ay )+ e[y A
[y

[y " Byl + ey Ay By Gl + mP ey

mAte[y! Ay’ + mP [y ]

m2triy” By?] + mP e[yt )] + mite[@hte) L (11.7-3)
U integralu (11.7-1) napraviéemo smenu varijabli & — [. Clanovi u (11.7-
3) koji sadrze neparan broj impulsa [ da¢e nulu nakon integracije. Takode
¢lanovi proporcionalni sa m? kao i ¢lan proporcionalan sa tr[y* Ay” By*(] su

konaé¢ni pa jedini divergentni doprinos potice od preostala tri integrala. Prvi
od njih je

_ g / d:c/l z / le 2l” (I*CP — ghrC - 1 + 1PCH)
M= GEFNE

B l (gHCP — gupcv_,_gwcw)}
= Ay |

+ o+ o+ o+
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jer je
e[y o] = 2 ey ] = Py L]
Integracijom po impulsu [ (11.C) dobijamo
4ie3 ey [1 I—z € 9
M, = —<4ﬂ)€r(2)/0 dm/o dz[1 = A+ o(e)

D
(1= 2)g™Cr — gC + g0 C)

Divergentni deo ovog integrala je
ie3 1 1-z
Ml’div = 7/ diL‘/ dz(g"WOp — gNPCV —i—g””C“) .
2m2e Jo 0

Preostala dva integrala racunaju se analogno. Rezultat je

ie? 1
, (oM (p, — 1a)P BO (o W PV (0 _ o \H
Miay = 5 5[ (0" (01 = p2) + 9" (01 = p2)” + ¢ (01 — p2)")
1 v 14 12
+ 5(9“ (p1+p2)" + 9" (p2 = p1)” — ¢ (11 — p2)")] -

Dijagram kod koga se petlja obilazi u suprotnu stranu prikazan je na slici.

Amplituda je ista kao i u (11.7-1) s tim 8to je trag u (11.7-1) zamenjen sa
tragom
tr[y? (= = o +m)y"(Pr — f +m)y* (—=f +m)] .

Ubacujuéi C~*C' u prethodni izraz, gde je matrica C' matrica konjugacije
naboja (4.K), dobijamo

tr[Cy*CIC(=F — po + m)C 'Oy CIC

(p1 — k+m)OC OO O(—f +m)C™Y.
Koristeéi (4.K) lako se nalazi da je

tr[y?(=f — 2 +m)y" (P — K+ m)y"(—f + m)]
= (=)l (k+m)y"(k — g+ m)y" (k+ P2+ m)]

odakle sledi trazeni rezultat. Ovaj iskaz je ocigledno tacan za sve ovakve
dijagrame sa neparnim brojem verteksa i poznat je kao Furry-jeva teorema.
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11.8 Polarizacija vakuuma u kvantnoj elektrodinamici je
i = (4.0 — g )iT1(¢")
gde je

2

/ dr x(1 —z ln(l—q—x(l—x))].

m2

I(q%) =

on2 L3

(i) Definisimo veli¢inu HR(q ) sa

Tada je
2
Mz (¢%) = ~53 / dr z(l —z)In(1 — %x(l — 1)) . (11.8-1)
Parcijalnom integracijom u (11.8-1) dobijamo

1 2 28 i(l—Qm)
I 2:—i/¢pf—f m? .

Smenom v = 2z — 1 prethodni integral postaje
e? 1 v? —
H2:—/d——i—. 11.8-2
Ako definisemo integral
1 n
[n :/ d/UZU7 y
o vi—c—ie

lako se pokazuje da vazi rekurentna veza

1
I, —cl,_» = .
Chn-2 n—1
Integral (11.8-2) je
ez 8 ¢ 2
p(®) = —|= — = — )] 11.8-3

tako da nam je preostalo da izraéunamo integral . Za —oo < ¢* < 0
tj. 1 < ¢ < oo integral [ je tabli¢ni:

h=y(1- ) =
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Za 0 < ¢* < 4m? integral I je

(4;22 — 1)_% arctan e

[0 —
U slucéaju 4m? < ¢? < oo podintegralna funkcija integrala Iy ima pol
u tacki v?> = ¢, te integral divergira. Sada se moramo setiti da smo
ignorisali 7€ ¢lan u propagatoru, te je pol pomeren u gornju poluravan.
Kontura integracije je modifikovana u tacki v = y/c jednim polukrugom
polupreénika p — 0 koji lezi u donjoj poluravni. Tako se dobija

Lo dmiyp 1- — i

Imaginarni deo potice od integracije po polukruinici, dok je realni deo
zapravo glavna vrednost integrala. Zamenom integrala Iy u (11.8-3) do-
bija se trazeni rezultat. Mi ¢emo ovde navesti rezultat samo za poslednji
slucaj, 0 < ¢® < 4m?*:

2

2 2
Mel) = 15 (5 + 3 — 31+ 5 )7(@)

2 1 +4/1 - 4m?
_ i dm —m/1—ﬂ2,
¢ —1-u q
odakle se lako nalazi imaginardni deo funkcije I1(¢*). Napomenimo da

se imaginarni deo lako moze na¢i kao u zadatku 11.6, Sto vam ostavljamo
za vezbu.

gde je

Ako u integralu

e s(s — q% — ie)

/OO p ImII(s)

zamenimo izraz za imaginarni deo II(s) i uvedemo smenu

4m?

1 — 2

1 €2 (1— %)
/dv 2 s
q47T 02+qﬂ—1—ze

sto poredenjem sa (11.8-2) daje trazenu disperzionu relaciju.

S =

dobijamo
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11.9 U skalarnoj elektrodinamici postoje dva verteksa:

1]
1 ]
= —ie(p+p), ‘Z?gjg”: 2ie%g,,
_p o p_ T

Ostala Feynman-ova pravila su standardna s tim Sto se svaka zatvorena fo-
tonska petlja mnozi sa faktorom 1/2. Sopstvena energija fotona u skalarnoj
elektrodinamici rac¢una se na osnovu slede¢ih dijagrama:

TNk —~k
li ] /7 \\
)/ avavaY fataVa
AT PN
D p+k
Prvi dijagram je
dPk i

I — 9462 g
il = 2ie"g" DR —m?

Primenom (11.A) i (11.F) dobijamo
2

472e

—Z'HSV) = m?g" + kon. deo . (11.9-1)
Drugi dijagram je

L 2 [ A7k (k4 p)u(2k +p)y
v / 2m)2 (k2 — m2)((k + p)2 — m?)

Feynman-ovom parametrizacijom prethodni integral postaje

@ 2 [ dPk 4k,k, + 2k,p, + 2k,p, + pupy
—ill) =e dz
K 0 2m)P  [k? + 2zk - p + p*x — m?)?

Uz formule (11.A-C) dobijamo

@ 267T2/ E 1 2
e (2m)P Jo - [F(Q) (m? + p*a? — p?x)2 (427 = 4z + D)pupy
r(s—1)

m? + p2a? _pr)g—l} ’

QQMV(



Glava 11.Renormalizacija i regularizacija 197

sto je
e? 2 4m?

(O _ 2 i
il = 1672 <36<p“p” P 9u) + . gw,) + kon. deo . (11.9-2)

Sabirajuéi divergentne delove (11.9-1) i (11.9-2) dobija se trazeni rezultat.
Primetimo da se ¢lan sa m? krati u ovim izrazima kao i da je dobijeni izraz
kalibraciono invarijantan, sto smo i oc¢ekivali.

11.10 Verteks ¢ je igu=.

(i) Na osnovu Feynman-ovih pravila imamo

dPk 1 k+ M
—ix(p) = & / .
e L BN X py v pen e =y ey

Ovaj integral je linearno divergentan.

(ii) Jednostavnim racunom dobija se

A]’

~I20) = 1oz [ = Gh M) = [ de (g4 M) 5

~ 16n2 e

gde je A =p*(2? —x) + (1 — ) M? + m*z .
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